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IMIÉIVCK 


I.es  (lécouvei'les  clims  los  sciences  |)liysi(jues  el  ua- 
liirelles  s'ol)li(Minent  en  général  à  la  suite  de  j)lusieurs 
séries  (robservations.  Lorscjue  ces  découvertes  con- 
cordent avec  les  résultats  qu'on  peut  déduire  logi- 
(juemenl  de  théories  déjà  établies  et  universellement 
admises,  on  est  fondé  à  les  croire  exactes,  et  alors 
elles  servent  à  leur  tour  à  établir  sur  des  l)ases  |)lus 
solides  d'autres  principes  de  la  science.  Mais  s'il 
arrive  que  les  phénomènes  (ju'on  observe  n'aient 
laissé  entrevoir  aucune  liaison  avec  ceux  déjà  connus 
et  étudiés,  les  lois  auxquelles  on  croira  pouvoir  les 
assujettir  ne  seront  qu'une  expression  approchée  de 
la  réalité,  et  plutôt  un  dcsidcralum  (|u'une  donnée  de 
la  science.  L'Astronomie,  la  lMiysi(jne,  la  Météoro- 
logie nous  oITrent  des  exemples  nombreux  de  lois  ou 
de  (juanlilés  (|ui  ne  sont  pas  connues  avec  certi- 
tude, et  dont  la  détermination  (dïre  seulement  un 
certain  (\vi^vv  de  pr(d>abilite,  que  des  recherches  lii- 
tiires  peuvent   augmenter  ou  diniinuer. 

Dans  cet  océan  d'iiu'crtiludes  au  milieu  (luquel  I.» 
philosophie  naturelle  >e  debatlra  toiijoui>  car  ja- 
mais riioMime  n'atleindra  ni  lu'  vei'ia  les  limite>  du 
>avoii'  ,  la  M'ience,  «pii  a>[)ire  toujours  au  positit, 
désire    au    moin.s    counaitre    entre    quelles    limile>  la 
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vérité  se  trouve  resserrée,  et  quel  degré  de  confiance 
mérite  tel  ou  tel  résultat. 

Or,  même  en  laissant  de  côté  l'habileté  des  obser- 
vateurs, la  bonté  des  UTéthodes  employées,  etc.,  les 
valeurs  assignées  par  les  observations  aux  quantités 
que  l'on  veut  aéterminer  peuvent  encore  varier  par 
suite  de  la  méthode  analytique  qui  sert  à  les  déduire 
de  l'ensemble  des  observations.  Il  est  donc  de  toute 
importance  de  suivre  une  marche  sûre  qui  conduise 
invariablement  à  la  détermination  de  valeurs  satisfai- 
sant le  plus  exactement  possible  à  un  système  donné 
d'observations. 

Les  méthodes  propres  à  déduire  d'un  système  d'ob- 
servations les  quantités  que  l'on  cherche,  de  telle 
sorte  que  les  erreurs  à  craindre  sur  elles  soient  com- 
prises entre  les  limites  les  plus  resserrées,  consti- 
tuent le  Calcul  des  Erreurs. 

Dans  Tétat  actuel  de  la  science,  il  n'est  plus  per- 
mis, si  l'on  veut  taire  de  la  science  vraie  et  utile, 
de  publier  un  résultat  sans  préciser  le  Ae^^vè  de  con- 
tiance  qu'il  mérite,  c'est-à-dire  sans  indiquer  l'erreur 
probable  dont  il  est  affecté. 

C'est  seulement  en  procédant  ainsi,  que  les  sa- 
vants, comme  les  observateurs,  ne  travailleront  plus 
en  vain  pour  la  science. 

Encouragé  par  ces  considérations,  je  n'ai  pas  cru 
inutile  de  résumer  dans  un  petit  Traité  les  parties  de 
ce  Calcul  qui  peuvent  trouver  une  application  immé- 
diate et  journalière,  et  de  l'enrichir  de  Tables  propres 
à  faciliter  les  opérations  qui  s'y  rapportent. 


PlUiKACK.  V 

J'espèic,  (hms  cr  couil  liavaii,  :»V(»n  dil  ;iii  Icc- 
h'ur  tout  ce  (|ui  est  nécossinre,  ixin  pour  savoir,  \\vm< 
\)i)[\v  faire  ce  (ju'exiice  le  calcul  des  erreurs,  en  lais- 
sant (le  coté  toutes  les  théories  étrani^à'res  à  ce  hul. 
Le  lecteur  sérieux  (jui  voudra  ap|)i()l"ondir  davanla'^M' 
la  nialii'rc  pourra  suppléer  à  la  hi'ii'veté  de  l'expo- 
sition  en  consultant  la  Note  des  ouvraj;es  indi(|ués  a 
la  tin  de  ce  volume.  (j*lte  liste  seule  sutïirait  au 
hesoin  à  prouver  conihien  d'études  profondes  ont 
déjà  été  entreprises  sur  le  sujet  qui  nous  occupe, 
et  combien  il  était  nécessaire,  au  milieu  de  tant  de 
matériaux,  de  démêler  ce  qui  est  le  plus  généraleiuent 
adopté,  atin  (|ue  cliacuu  tiit  à  même,  sans  recherches 
pénibles,  d'applicjuer  à  ses  travaux  les  méthodes  re- 
connues les  meilleures. 

J'ajouterai  encore  :  une  science  ne  mérite  ce  nom 
(jii'autanl  ([u'on  en  possède  un  exposé  élémentaire,  ou 
le  sens  des  mots  soit  bien  fixé  et  où  les  premieis  pi  in- 
cipes  soient  nettement  établis.  A  ce  litre,  je  crois 
avoir  rempli  une  lacune  dans  la  littérature  ujathema- 
thjue. 


tâhlk  dks  m\tii:i{i:s. 
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TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 
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CALCIL  DES  ERREURS. 


I. 


INSTRUMENTS    D  OBSERVATION.     —    ERREURS    CONSTANTES, 
INSTRUMENTALES    OU     PERSONNELLES. 

1 .  Toute  observation  physic|iic,  astronomique  ou  niétco- 
rologiciue  peut  se  réduire  à  Xeiue^istrcnient  (i un  nombre. 
INIais  il  est  évident  cjue  celte  opération  comporte  eu  i;éué- 
ral  un  euscnibli'  (Terreurs  nuuiériqucs,  qu'il  esl  bon  de 
démêler  et  d  étudier  pour  être  à  même,  soit  de  les  éliuii- 
ner  au  bcsoiu,  soit  d'eu  iixer  les  limites,  alin  tpie  l'obser- 
vation actuelle  puisse  être  iutroduite  dans  les  arcliivi's 
de  la  science  avec  le  dei;ré  de  confiante  cpTelle  mérite. 
Ces  quebjues  mots  sulliront  pour  faire  comprendre  l'im- 
portanet"  du  Cdhul  des  Erreurs^  qui  nous  enseii;m'  à  dé- 
couvrir e(  à  évaluer  les  eireuis  ([ue  nou-^  avons  pu  eoni- 
mellre  dans  une  série  d  observations,  et  la  nécessité  pour 
tout  expérimentateur  sincère  iren  connaître  désormais  lo 
principales  notions. 

2.  Pour  peu  i\\\v   fou  v  réllédiisse,  on  verra  (pu*  l'ob- 
servalion  de  tout  pbénomèiie  se  réduit  à  noter  la  posiiion 
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qu'occupe  un  mobile  sur  un  espace  gradué,  à  un  instani 
donné.  Le  mobile  peut  être  une  aiguille  d'horloge,  un 
liquide  renfermé  dans  un  tube,  un  astre  traversant  les  fils 
d'un  micromètre,  une  corde  vibrante,  etc. 5  mais  en  général 
nous  aurons  ou  un  index  tournant  (horloges,  anémo- 
mètres, galvanomètres,  boussoles,  compteurs,  etc.),  ou 
bien  un  index  progressif  (flotteurs,  indicateurs  magné- 
tiques, baromètres,  niveaux,  cathétomètres,  etc.).  Il  ne 
peut  en  être  autrement  -,  car,  d'une  part,  tout  phénomène 
se  réduit,  en  dernière  analyse,  à  un  déplacement  d'atomes, 
c'est-à-dire  au  mouvement  d'un  point  ^  d'autre  part,  la 
cinématique  nous  enseigne  que  tout  mouvement  peut  tou- 
jours se  décomposer  en  mouvements  de  translation  et  de 
rotation.  Ainsi  tout  instrument  d'observation  se  compose  : 
1°  d'un  appareil  par  lequel  le  mobile  suit  plus  ou  moins 
exactement  la  marche  du  phénomène;  2^  d'un  espace  rec- 
tiligne  ou  circulaire  parfaitement  divisé  en  parties  égales. 
Le  mouvement  du  mobile  est  le  produit  direct  ou  indirect 
du  phénomène,  tandis  que  l'espace  gradué  est  uniquement 
le  produit  de  l'art. 

Si  la  correspondance  du  mobile  avec  le  phénomène  n'est 
pas  parfaite,  si  la  graduation  n'est  pas  exacte,  les  indica- 
tions de  l'instrument  seront  fautives,  soit  pour  l'une  de  ces 
deux  causes,  soit  pour  toutes  les  deux.  Ainsi,  un  thermo- 
mètre pourrait  avoir  une  échelle  très-bien  divisée,  mais  le 
mercure,  par  des  défauts  intrinsèques  de  construction  ou  de 
p  réparation,  pourrait  être  paresseux  dans  sa  marche  ascen- 
dante ou  descendante.  Au  contraire,  un  cercle  d'un  théo- 
dolite sera  bien  cintré,  fourni  d'axes  bien  horizontaux 
ou  verticaux,  mais  il  aura  une  mauvaise  division,  de 
sorte  que  les  angles  lus  ne  correspondront  pas  aux  angles 
vrais. 

3.  On  n'obtiendra  jamais  de  l'industrie  humaine  un 
instrument  tel  que  la   théorie  le  conçoit,  car  la  main  de 
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riiomme  ne  pourra  jamais  façonner  et  dominer  la  malièic 
jusqu'au  dernier  point  mathématique  fjue  conçoit  le  phi- 
losophe. La  difficulté  prcsc|ue  insurmontable  de  donner  de 
riiomogénéilé  à  la  matière;  le  poids  inévit.ible  de  celle- 
ci;  les  alféralions  qu'elle  ])eut  subir  avec  le  temps;  le 
jeu  même  f[u'\\  f^ut  laisser  entre  les  parties  aiiu  cprelles 
puissent  librement  se  mouvoir  les  unes  sur  les  autres,  mais 
((ni  plus  tard  engendre  des  soubresauts  et  des  trépidations 
dans  les  axes,  h.'s  tourillons  et  les  disfpies;  la  dilfienllé 
des  divisions,  (Fautant  plus  grave  qu'on  Neut  rinstrume.Mt 
plus  délicat,  etc.,  s'opposeront  toujours  à  ce  que  I  on  altei- 
gne  l'idéal  de  l'instrument  que  le  savant  imagine.  Ainsi,  il 
faut  toujours  s'attendre  à  des  erreurs  plus  ou  moins  sen- 
sibles de  construction,  selon  le  talent  de  l'artiste:  (t  le 
vrai  ])rogrès  de  la  mécani([ue  de  précision  consistera,  non 
à  les  supprimer,  mais  à  les  atténuer.  El  il  n'est  pas  inutile 
de  noter  ([u'à  mesure  que  1  artiste  multiplie  les  expédients 
mécaniques  pour  produire  un  bon  instrument,  il  se  pié- 
pare  de  nouvelles  causes  d'erreurs  dans  le  maniement  de 
sou  appareil.  Un  instrument  réduit  à  ses  formes  les  plus 
simples,  dont  on  puisse  évaluer  avec  rigueur  les  eireuis 
même  les  plus  sensibles,  \audra  toujours  tnieux  cpiun  autre 
à  formes  plus  variées  et  complexes,  dont  on  ne  peut  pas 
scinder  et  explorer  les  causes  d'erreurs,  bien  qu  indivi- 
duellement on  les  ait  rendues  plus  petites. 

4.  Les  erreurs  instrumentales  s(î  paitagent  évidenunent 
en  erreurs  de  gnidualion  et  en  erreurs  de  luarche  dans  le 
niobUe  indicateur  du  pJwnomène.  Ces  erreurs,  par  la  n;i- 
Inre  même  des  causes  matérielles  qui  les  produisent,  sont 
constantes,  au  moins  pour  un  certain  intervalle  (h?  teni|)N. 
L'emploi  plus  ou  moins  frécpient  ou  prolongé  des  instiu- 
ments.  la  l'acilité  plus  ou  moins  grande  avec  la(|urlle  leurs 
diverses  parties  glissent  les  unes  sur  les  autres,  etc.,  peuvent 
e!i  faiie  varier  1  intensité.   Par  exemple,  le  colonel  Pevlier 
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fait  observer  dans  la  Description  géométrique  de  la  France 
que  l'usure  des  centres  tend  à  accroître  les  distances  zéni- 
thales observées  avec  le  théodolite,  et  que  le  peu  de  solidité  des 
vis  de  rappel,  défaut  qui  peut  être  amené  aussi  par  le  temps, 
cause  de  nouvelles  et  sensibles  erreurs  dans  les  observations. 
Ces  erreurs,  bien  que  constantes  en  général,  comme 
nous  avons  dit,  peuvent  varier  aussi,  indépendamment  du 
temps,  selon  les  positions  diverses  que  les  différentes  par- 
lies  d'un  instrument  prennent  durant  les  observations.  Le 
défaut,  par  exemple,  de  verticalité  dans  l'axe  de  rotation 
d'un  théodolite  cause  évidemment,  de  prime  abord,  une 
erreur  constante  dans  les  observations-,  mais  en  l'exami- 
nant de  plus  près  on  s'aperçoit  qu'elle  varie  avec  la  dis- 
tance zénithale  à  laquelle  on  observe.  Il  en  est  de  même 
pour  la  flexion  et  pour  d'autres  causes  d'erreurs  qu'il  est 
inutile  d'énumérer. 

5.  Il  appartient,  par  suite,  à  la  science  de  remédier  par 
le  calcul  à  la  présence  inévitable  des  erreurs  instrumen- 
tales et  d'en  dégager  les  observations,  de  telle  sorte  qu'une 
fois  réduites,  elles  représentent  celles  qu'aurait  fournies  un 
instrument  dépourvu  de  toute  erreur  de  construction  et 
de  maniement.  Or  il  est  beaucoup  plus  facile  au  savant  de 
découvrir  les  erreurs  et  d'en  évaluer  l'intensité  qu'au  mé- 
canicien de  les  supprimer.  Le  calcul  seul  annule  les  er- 
reurs. Le  savant,  en  sondant  bien  la  nature  des  erreurs, 
leurs  variations,  se  fabrique  un  instrument  factice  parfait, 
identique  pour  tout  point  du  globe ^  et  auquel  on  peut 
rapporter  toutes  les  observations  antérieures  et  comparer 
celles  qu'on  pourrait  faire  en  tout  temps  et  en  tout  lieu. 
Ainsi  l'astronome,  une  fois  qu'il  a  observé  les  étoiles  au 
cercle  méridien  ou  au  cercle  mural,  corrige  leurs  positions 
en  les  réduisant  à  celles  que  lui  auraient  fournies  des 
instruments  parfaitement  réguliers  et  situés  en  un  lieu 
d'une  longitude  et  d'une  latitude  données.   D'après  cela^ 
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nous  n'avons  pas  à  nous  inquiéter  des  trieurs  instrumen- 
tales que  nous  [)Ouvons  renconlrer,  mais  plutôt  des  moyens 
de  les  reconnailie  et  de  les  éliminer. 

0.  On  peut  (lé(OU^  rir  les  eirrurs  instrumentales  de  deux 
manières  :  i"  en  cr)mparanl  1  obseivalion  actucllf,'  [a)  avec, 
celle  (If)  (ju'on  pourrait  obtenir  par  d'autres  piocédés;  la 
dilléience  (h —  a)  sera  un  indice  de  Texistencc  de  quelque 
erreur^  2"  en  construisant  rinsirument  de  telle  sorte  (jue 
les  écarts  dans  les  observations,  produits  par  Terreur  in- 
strumentale dont  on  soupçonne  l'existence,  soient  tantôt  en 
plus,  tantôt  en  moins  du  nombre  qui  devrait  représenter 
l'observation  dans  le  cas  où  l'instrument  serait,  par  bvpo- 
tlièse,  exempt  de  l'erreur  en  question. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  véiifier  si  dans 
un  cercle  méridien  il  existe  une  errcuir  de  perpendicularilé 
de  l'axe  optique  sur  l'axe  de  rotation.  On  fera  deux  séries 
d'obseivations,  Tune  avec  la  lunette  à  droite,  l'autre  avec 
la  lunette  à  gaucbe,  tournée  de  180  degrés;  les  points  de 
mire  (supposés  à  une  grande  distance)  ne  seront  point  iden- 
tiques, si  une  telle  erreur  existe,  et  alors  la  demi-dillé- 
rence  des  lectures  fournira  l'erreur  clierclice  de  collima- 
tion.  La  vérification  des  niveaux  à  bulle  d'air  repose  sur 
le  même  principe. 

Supposons  au  contraire  (pie  l'on  veuille  constater  si  le 
zéro  de  réclielle  d'un  ibermomèlre  A  est  à  sa  plai  e,  en 
admettant  (|ue  le  point  100  degrés  soit  exact.  Faisons  di- 
V(;rses  obseivations  simultanées  avec  un  lliei  nioinèire  éta- 
lon B.  Si  toutes  les  dillérences  entre  B  et  A  sont  positives 
et  donnent  pour  moyenne  0*^,7,  cela  signiliera  que  le  zéro 
de  A  est  trop  liant  de  0^,7  sur  le  vrai  point  (pi'il  de\rait 
occuper. 

vSelon  les  divers  instruments,  la  dc'termination  des  con- 
stantes des  erreurs  d'observation  est  plus  ou  moins  compli- 
(piée,  mais  il   n'entre  pas  dans  notre  plan  d'en  parler.  On 
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tiouvcra  au  besoin  dans  les  traités  spéciaux  les  méthodes 
qui  j)ermcttcnt  d'arriver  à  une  telle  détermination. 

7.  A  mesure  qu'on  a  multiplié  les  observations  et  per- 
fectionné parallèlement  les  lliéories,  la  critique  des  obser- 
vations est  devenue  plus  exigeante  et  n'a  pas  tardé  à  dévoiler 
de  nouvelles  causes  constantes  d'erreur,  qui  auparavant  se 
cachaient  sous  l'apparence  de  variations  inexplicables  ou 
de  variations  compatibles  avec  l'incertitude  même  des  ob- 
servations. On  doit  précisément  à  cet  échange  continuel 
de  comparaisons  entre  la  tbéorie  et  les  observations  le  pro- 
grès saillant  de  l'Astronomie  sur  les  autres  sciences.  On 
peut  dire  que  la  découverte  et  l'explication  de  nouvelles 
erreurs  lui  procurèrent  toujours  de  nouveaux  triomplies. 
La  vitesse  et  l'aberration  de  la  lumière,  la  libration  de  la 
Lune,  la  découverte  de  Neptune,  en  sont  des  témoignages 
irrécusables.  Parmi  les  causes  de  désaccord  dans  les  ob- 
servations, on  note  depuis  quelques  années  une  sorte  de 
prédisposition  dans  l'organisme  de  la  vue  de  chaque  indi- 
vidu, par  lequel  il  lit  différemment  des  autres,  ou  pour 
mieux  dire  par  lequel  il  attribue  au  même  mobile  une  po- 
sition différente  de  celle  qu'il  parait  avoir  pour  d'autres  ob- 
servateurs. L'effet  produit  dans  les  observations  pai*  cette 
prédisposition  organique  s'appelle  erreur  personnelle  ("**). 
Ainsi  le  célèbre  astronome  Airy,  directeur  de  l'Observa- 
toire de  Greenwich,  nous  apprend  (voir  les  Mondes^  t.  II) 
que  pour  rendre  comparables  les  observations  des  passages 
faites  par  les  observateurs  S,  E,  C,  L,  IC^  R  avec  celles  de 
M.  Dunkin,  il  faut  faire  les  corrections  indiquées  dans  le 
tableau  suivant  : 

(*)  D'après  xin  beau  travail  de  M.  Wolf  {Annales  de  l'Observatoire  impé- 
rial, i.  VIII),  il  résulterait  que  cette  erreur  se  compose  essentiellement  de 
deux  parties  :  l'une,  variable,  qui  est  due  à  une  éducation  incomplète  de 
l'observateur,  et  que  la  pratique  ou  l'emploi  d'appareils  spéciaux  peuvent 
faire  disparaître;  l'autre,  constante,  qui  est  due  à  la  persistance  de  l'impres- 
sion lumineuse  sur  la  rétine. 


OBSERVATEURS 


D. 

S. 

E. 

C. 

L 

IC. 

K. 


1860 

1861 

1 

0,00 

0,00  , 

—0,07 

-o,.3  1 

—0,09 

— o,i3 

-f-0,l/, 

-4-0, l5 

-»-o,3i 

H-0,35 

-»-o,i3 

-^0,09 

H-0,OI 

-4-0,01 

1862 


1863 


1864 


1865 


0,00  0,00    0,00  0,00 

— 0,1 4  — o,r4  —0,1 3  — 0,09 

— o,i5  — 0,16  — 0,17  — o,i5 

-»-o,i5  -ho,iG  -HO, 12  -4-o,i3 

-hOjii  i  -+-0,29  -ho,3o  j  -4-0,24 

-4-o,o8  ;  -+-0,07  -4-0,10  I  -f-0,09 

-HO,o3  -t-o,o3  — 0,08  — o,o5 
i       I 


Comme  on  le  voil,  rcncur  personnelle  peut  alleindre, 
même  pour  des  obseï  valeurs  exercés,  jusqu'à  o%  5  dans  la 
leclure  du  temps,  erreur  cpii  n'est  pas  négligeable,  car, 
dans  les  positions  géographiques,  elle  amènerait  une  erreur 
de  i5  mètres  environ. 

Cette  erreur  pour  le  même  individu  peut  être  considérée 
comme  constante  et  figurera  comme  telle  parmi  les  erreurs 
constantes  et  instrumentales.  Et,  en  vi\vl.  ce  n'est  après 
tout  que  l'erreur  de  rinslrument  dont  l  homme  est  muni 
pour  voir,  et  il  demeure  par  sa  nature  même,  invariable, 
à  part  les  petites  variations  que  1  âge  et  l'exercice  peuvent 
causer. 

Après  avoir  ainsi  exploré  la  iialuiedes  erreurs  constantes 
(|u'on  peut  commettre  dans  les  observations,  et  api  es  avoir 
étudl(''  sous  chaque  face  la  niaiiièic  dont  elles  se  com- 
portent, 1  observateur  instruit  pourra  toujours,  avec  des 
calculs  aisés  à  la  vérité,  mais  souvent  bien  longs,  en  déduire 
les  valeurs  relatives  des  observations,  (jui  alors  seront  com- 
parables et  qu'on  appellera  rcdiiitcSy  car  elles  seront  ré- 
duites à  celles  (|ue  d'autres  observateurs,  avec  d'égales 
données,  auraient  aussi  trouvées,  dans  des  conditions  dif- 
férentes et  avec  d'autres  instruments,  sauf,  bien  entendu, 
les  erreurs  accidentelles  dont  nous  avons  narh*. 


II. 

ERREURS    ACCIDENTELLES,    LEUR    PROBABILITÉ. 

8.  Une  fois  qu'on  aura  éliminé  des  observations  les  ei- 
reurs  constantes,  les  écarts  qu'elles  présenteront  encore  entre 
elles  seront  uniquement  dus  à  des  erreurs  accidentelles, 
c'est-à-dire  à  des  erreurs  que  l'on  pourra  attribuer  indiffé- 
remment à  des  causes  diverses,  quoique  inconnues.  Tandis 
que  le  caractère  dislinctif  de  l'erreur  constante  consiste  à 
altérer  toujours  dans  le  même  sens  les  observations  pour 
une  valeur  donnée,  celui  de  l'erreur  fortuite  ou  acciden- 
telle consiste  à  altérer  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un 
autre,  les  observations  pour  divers  degrés  de  valeur.  La 
première  dérive  de  l'influence  qu'exerce  une  certaine  cause 
sur  les  observations;  la  seconde,  de  l'influence  que  plu- 
sieurs causes  exercent  ensemble,  causes  dont  on  ignore 
encore  la  nature  ou  la  manière  d'agir,  mais  qui  après  tout 
peuvent  se  combiner  d'un  moment  à  l'autre,  selon  des 
résultantes  tout  à  fait  opposées.  Mais  si  par  hasard  les 
observations  penchent  plutôt  dans  un  sens  que  dans  un 
autre,  on  devra  de  suite  soupçonner  qu'il  existe  quelque 
cause  qui  éloigne  les  observations  de  la  vraie  valeur  plutôt 
dans  un  sens  c[ue  dans  l'autre.  Supposons,  par  exemple, que 
l'on  ait  fait  cent  observations  d'un  phénomène  A.  Si  elles 
ne  sont  affectées  que  d'erreurs  fortuites,  il  faudra  que  les 
écarts  des  cent  observations  par  rapport  à  la  vraie  valeur 
numérique  a  (supposée  connue)  du  phénomène  se  par- 
tagent au-dessus  et  au-dessous  de  zéro  en  une  série  de 
nombres  positifs  ou  négatifs  d'une  valeur  prescjue  égale. 
Car  s'il  arrivait  au  contraire  cjue  les  premières  excédassent 
les  secondes  d'une  quantité  constante  s,  on  devrait  con- 
clure qu'une  cause  constante  E,  produisant  une  erreur  £ 
sur  les  observations,  est  venue  les  influencer.  En  dédui- 
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sant  loiis  (es  e  des  erreurs  positives,  les  erreurs  restâmes  ne 
seront  que  fortuites.  Si,  par  exemple,  les  cent  observations 
sont  faites  à  moitié  par  deux  observateurs,  la  didérence  £ 
entre  les  écarts  positifs  et  les  écarts  négatifs  repiésmlera 
l'erreui-  personnelle.  Si  au  (onlraiie  les  cent  observations 
(par  exemple  de  pression  atmosphérique)  eussent  vlv  faites 
par  moitié  avec  deux  baromètres  divers,  la  différence  z 
pourrait  être  avec  raison  attribuée  aux  conditions  physi- 
ques diverses  des  instruments,  soit  oxydation  du  mercuie, 
soit  imperfection  du  vide,  etc. 

9.   Supposons,  pour  plus  dinlellii^ence.  cpi  on  propose 
à  douze  personnes  de  mesurer  la  ligne  A13  =  a    i /ig.  i); 


lie-  >. 


les  unes  lui  attribueront  les  longueurs  Ac  =  y.  Ad  =  y*, 
d'autres,  les  longueurs  Ae  =  î,  A/":=  9.  Lis  erreurs  Be, 
IW/,  He,  R/,  pouivu  (ju'elles  soient  entièrement  loriniles, 
seront  en  plus  ou  en  moins  de  la  viaie  mesure  AB.  Mais  si 
je  trouvais  que  ces  erreurs  tendent  à  diminuer  plutôt  qu'à 
augmenter  la  valeur  de  AH,  je  chercherais  (juelle  raison  peut 
pousser  ces  personnes  à  faiie  des  lectures  plutôt  dans  un 
sens  (jue  dans  l'autre.  Cela,  vn  \ertu  d'un  prim  ipr  bien 
(M)nnu,  qu'un  événement  qui  arri\e  ])lus  souvent  ([u'un  au- 
tre, indique  une  cause  qui  (crlainement  et  constamment 
inlltie  sur  son  apparition.  Je  m'apercevrais  alors  que  lela 
dépend  peut  être  de  roblicjniti-  de  la  ligue  AH  pai-  rapport 
à  la  j^osilion  des  obseivateurs,  comme  dans  la  fi^.  2. 

Si  les  obseivateurs,  nu  lieu  d'rti-e  sui'  la  j^erpendic  nlalre 
OP',  an  eentii*  de  la  ligne  AB.  sont  sur  l'oblique  OP,  la 
ligne  AH  deviendrait  AH' en  jxM'spccllNe  et  sciait  nioindre 


preniièif  de  AH(i  —  cos  a)  =  AH  sin'  -•  Je  irouvi 


10 


que  les  ditrérences  des  erreurs  négatives  aux  positives  sont 
précisément  du   même  ordre;  j'en  conclus   la  probabilité 


Fig.   2. 

0 


très-grande  de  l'erreur  constante  AB  sin-  -,   dont  il   faut 

dégager  les  résultats.  Il  ne  me  restera  alors  que  des  erreurs 
entièrement  fortuites  qui  se  balanceront  d'un  côté  et  de 
l'autre  du  point  B.  Les  erreurs  pourraient  provenir  de  l'or- 
ganisation particulière  des  yeux  ou  d'autres  causes,  en 
dehors  de  l'obliquité*,  mais  il  n'y  a  pas  lieu  de  nous  arrêter 
davantage  sur  ce  sujet. 

10.  Afin  donc  que  les  erreurs  puissent  être  considérées 
comme  tout  à  fait  fortuites, c'est-à-dire  telles,  que  par  elles- 
mêmes  elles  ne  puissent  pas  révéler  la  cause  de  leur  ori- 
gine, et  qu'elles  soient  imputables  seulement  à  des  causes 
inconnues,  d'égale  intensité,  il  faut  que  les  observateurs 
aient  la  même  facilité  de  commettre  des  erreurs,  tant  entre 
B  et  II  qu'entre  B  et  R^^  dans  l'évaluation  de  la  lon- 
gueur AB  [Jig'  3). 

Fig.   3. 


c    M    d 


Autrement,  si  après  diverses  expériences  je  trouvais  que 
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la  même  personne  incline  à  faire  des  erreurs  plulol  \ers 
un  point  M  entre  c  et  r/que  \  ers  un  autre  point  queh  on- 
que,  je  serais  en  droit  de  supposer  qu'il  v  a  dans  son  orga- 
nisme pliysiologicjue  une  tendance  à  errer,  que  nous  appel- 
lerons criahililc,  représentée  par  la  partie  constanle  MB, 
et  qui  pourrait  êtrede  suite  élinilnée  en  réfléchissant  (pie  les 
observations  d'un  tel  individu  deviennent  comparables  avec 
les  autres,  quand  on  leur  ajoute  MT3;  ainsi 

AMdzMr-i-  MBrr^^  ABzhiMc^   ABdiR-, 

en  prenant  Be  =  Me. 

Alors  son  errabilité  sera  comprise  entre  les  limiles 
Be  =  Me,  B/=  Mr/,  cà  côté  du  point  B. 

En  passant  ainsi  en  revue  tous  les  individus,  et  avani 
toujours  soin  d'écarter  toutes  les  erreurs  constantes,  on 
s'apercevra  que  toutes  leurs  observations  sont  réducti- 
bles à  celles  d'un  seul  (jui  peut  indiiréreramcnt  se  tromper 
de  B  vers  e  ou  de  B  yavsf. 

On  conçoit  d'ailleurs  que  les  erreurs  petites  B^,  Bj  sont 
plus  fréquentes,  c'est-à-dire  plus  probables  (jue  les  er- 
reurs Br/,  Bc,  et  celles-(  i  plus  probables  que  les  erreurs  BR, 
BR',  limiles  extrêmes  de  rerrabilité.  Par  conséquent,  si 
nous  élevons  sur  les  exliémités  des  abscisses  représentant 
les  erreurs  à  craindre  diverses  ordonnées  égales  à  leur  Iré- 
quence,  (clles-ci  formeront  une  courbe  ^TR',  (pi'un  pouria 
appeler  la  courbe  de  V  en  ahililc. 

il.  Le  prctiu'cr  cdiiictèrc  de  rerreur  accliIiMitidle  e>t 
ainsi  d'allérci-  indilléremment  en  plus  ou  en  moins  une 
(juanlité  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Le  second  caractère  consiste  à  osciller  entre  des  limites 
assignables  et  généralement  assez  restreintes.  (le>  limites 
varient  évidemment  selon  le  degté  de  perfection  ties  instru- 
ments, riiabileté  des  observatiurs,  le  génie  îles  ol)ser\a- 
lions.  Dans  les  observatoires  astronomiques   a<  tuel>,  par 
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exemple,  la  lunette  méridienne,  les  micromètres,  la  pen- 
dule sidérale,  etc.^  sont  portés  à  un  tel  point  de  perfection, 
etTliabilctéque  l'on  est  en  droit  d'allendrede  Tobservaleur 
est  telle,  que  toute  erreur  au-dessus  de  o%  6  ne  peut  plus 
être  considérée  comme  accidentelle,  et  o^,  6  sera  par  consé- 
quent la  limite  des  erreurs  fortuites  dans  les  observations 
d'ascension  droite.  S'il  s'agit  d'un  théodolite,  on  pourra 
répondre  de  5^^,  ?>"  ou  i" ^  selon  son  diamètre  et  la  gradua- 
tion-,  s'il  s'af^it  d'un  thermomètre,  on  pourra  négliger,  sui- 
vant les  divisions  que  l'on  y  aura  tracées,  toute  erreur 
au-dessous  de  ^  ou  de  ^  de  degré.  De  façon  que  si  un 
observateur  muni  d'un  théodolite  donnant  les  secondes 
présente  des  séries  d'observations  où,  tout  calcul  fait,  on 
trouve  des  erreurs  fortuites  supérieures  à  i'^,  on  devra  les 
attribuer  à  sa  négligence  dans  le  pointé,  dans  le  nivelle- 
ment, etc.,  mais  on  ne  pourra  considérer  les  erreurs  comme 
fortuites,  et  les  séries  devraient  être  rejetées. 

Le  troisième  caractère  est  que  les  erreurs  vraiment  ac- 
cidentelles ne  se  commettent  pas  toutes  également  avec  la 
même  facilité^  mais  que  les  petites  se  présentent  plus  faci- 
lement que  les  grandes.  Autrement  il  faudrait  nier  la  per- 
fectibilité humaine  à  observer,  absurdité  évidente.  Il  y  au- 
rait même  contradiction  5  car,  en  vertu  d'une  hypothèse 
tacite,  mais  très-naturelle,  on  regarde  précisément  comme 
étant  la  vraie  valeur  celle  vers  laquelle  convergent  les  ob- 
servations. J'observe  la  température  a  sur  un  thermomètre 
divisé  en  demi-degrés  5  toutes  mes  erreurs  possibles  seront 
comprises  entre  a  —  0*^,5  et  «  -{-  o^,5  j  mais  il  est  clair  que 
les  vraies  lectures  seront  plus  proches  de  la  hauteur  a  du 
mercure  que  les  limites  aqz  o^,5.  En  supposant  donc  que  x 
soit  une  erreur  possible  comprise  entre  o  et  A,  X  étant  la 
limite  de  ces  erreurs,  la  facilité  de  commettre  cette  erreur 
sera  d'autant  plus  grande  que  x  sera  plus  petit.  On  con- 
çoit ainsi  aisément  que  selon  la.  manière  dont  varie  cette 
facilite,  le  résultat  final  déduit  d'une  série  d'observations 
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comportera  une  erreur  pins  ou  moins  f^Mande;  par  suile, 
il  importe  d'approfondli-  1  élude  de  celte  pr(jbal)ililc  des 
errcnis,  ce  qui  sera  le  sujet  de  cliapilrcs  ulu'rlenis. 


m. 

THEORIE    Di;S    MOVK.N.NFS. 

12.  Soient  a  et  h.  h  étant  ^  (i-,  deux  noml)res  fournis 
par  deux  observations  d'une  quantité  x  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. Il  est  clair  (jue  personne  ne  voudra  adopter  ii  [)lulôl 
que  h  ou  vice  versa  pour  la  valeur  de  a\  en  supposant  (jue 
les  observations  soienl  également  plausibles^  mais  toul  le 
monde  admettra  volontiers  que  la  valeur  de  x  est  comprise 
entre  a  et  b.  Kl  connue  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'elle 
se  lapproche  plus  dr.  a  que  de  b,  ou  inversenunl ,  celle 
valeur  doit  être  telle,  que  ses  dillérences  a\ec  a  et  b  soient 
égales.  On  devra  donc  avoir 


n  -\-  h 


Donc,  dans  ce  cas,  la  valeur  la  plus  pl.iu^ibK'  (L-  .r  i'>l  la 
moyenne  entre  les  deux  (juanlltés. 

S'il  s'agit  de  (juatre  valeurs  observées  de  .r,  par  exenq)le 
r/,/;,  c,  r/,  la  ^aleur  la  plus  plausible  est 


encore  la  niDViMinc 


fl  -f-  ^  -f-  c  -+-  f / 

Vax  elVet,  d'après  le  prliuipe  ci-dessus,  on  peut  rcmpla- 

11  1  •  ;  ,        a  -^  (l 

ccr  les  deux   obserNahons  //,   <l  par  une  seule,    >    et 

1 

h  -4—  C 
les  deux  obseivallou^  A,  (' par  une  aulri' seule, Oi  I,i 
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moyenne  entre  ces  deux  nouvelles  quantités  est 

(t  ^  d         Ij  -^  c 
1 

2  2  a  -h  0  -hc  -^d 

X  = =: 

2  4 

On  conçoit  aisément  que  pour  un  nombre  pair  in  d'ob- 
servations la  valeur  la  plus  plausible  est  la  moyenne 

a^b-^c-]-d-\-... 


c'est-à-dire  la  somme  des  quantités  observées  divisées  par 
leur  nombre. 

La  môme  chose  a  lieu  pour  un  nombre  impair  2/z  -h  i  de 
quantités, 

a,  h,  c,  d,.  .  .,  /,  /,,  /; 

car,  d'après  les  principes  ci-dessus,  ces  2/z-f-i  quantités 
peuvent  être  remplacées  de  (2/74-1)  manières  par  des 
expressions  de  cette  forme  : 

b  -\-c  ^  d-^-  .  , 


2  \  in 

2  \                        in              j 
1 

2  \  m 

et  comme  il  n'y  a  pas  de  raison  d'adopter  Tune  plutôt  que 
l'autre,  et  qu'elles  peuvent  toutes  représenter  la  valeur  cher- 
chée de  x^  en  les  sommant  on  aura  (2/2  H-  1)  fois  cette 
valeur,  et,  par  conséquent, 

I  /  inZa\ 

[m  ^  \\x  z=:  -\ia  -\ I  rzz  2<7; 

'  2 \  in    I 

d'où,  comme  précédemment, 

_       la 

m  -h  I 


-   io  - 

Ainsi  serait  juslifiée  celle  lèi^le  Lien  vuli^aiie  et  diclée 
par  le  seul  bon  sens,  (juo  la  valeur  la  plus  plausible  de  x, 
fournie  par  plusieurs  observations,  est  égale  à  la  moyenne 
des  valeurs  observées.  En  appelant  donc  o,  o',  o'\  .  .  .  les 
résultats  de  n  observations,  et  x  la  valeur  (  Iick  liée,  on 
aurait 


n 


i3.  Il  nous  reste  encore  à  examiner  si  vraiment  la 
moyenne  arillnnéli(jue  est  la  valeur  cju'il  convient  le  plus 
d'adopler  (|uand  la  quanlilé  (juil  s*ai;it  de  déterminer 
est  connue  par  plusieurs  observations.  Quoicju  il  semble, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement  de  ce 
chapitre,  qu'il  ne  doive  pas  y  avoir  de  doute  à  cet  éi;ard, 
nous  ajouterons  encore  le  raisonnement  suivant.  Si  les 
observations  étaient  tout  à  fait  exactes,  les  dilîérences  de 
la  valeur  cherchée  avec  les  valeurs  fournies  par  les  obser- 
vations seraient  nulles.  Donc  la  valeur  la  plus  plausible,  à 
savoir  celle  qui  se  rapproche  le  plus  de  cette  vraie  valeur, 
sera  celle  dont  les  différences  avec  les  valeurs  observées 
seront  les  plus  petites.  Si  cela  est,  il  faudia  aussi  (jue  la 
sommede  ces  dilîérences  prises  en  valeur  absolue  soil  la  plus 
petite  possible.  Pour  réaliser  celte  condilion  algébrique- 
ment, nous  dirons  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  doit 
ôtre  un  mininiuni.  Soit  donc  Q  celte  valeur  la  plus  plau- 
sible, il  faudra  (jue 

(Q  — 0?+  (Q  — «')'  +  (Q  — «")'+•  •  •=  niiniimiin. 
Mais  on  a 
2:(Q  —  o)'=r  /?Q-—  oQv^_^  v„î_^/Q j    _^  v„3_  \ j 

où  2(r est  une  (lu.intité  donnée.  Or  le  seul  nioven 

tle  ren(h('  un  minimum   le  (ienxiènie  luembre,  c'est  d  éga- 
er  a  o   le  carre  l  li 1  ,   (lui    seul   est    sus(  epliDie   de 


(Q —  — j  ,   (pii    seul   est    susceptible   d( 
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varier.  Cela  posé,  il  viendra 

Q=-  —  =  F-; 

n 
donc  la    moj^enne  est    bien  la  valeur  la  plus   plausible. 

c.    Q.    F.    D. 

14.  Notons  à  présent  que  celte  valeur  de. r  peut  ou  non  se 
confondre  avec  la  vraie  valeur  de  la  quantité  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  La  tension  maximum,  par  exemple,  d'une 
vapeur  donnée  à  un  degré  donné  de  température  est  une 
quantité  certainement  fixe,  unique.  On  pourra  multiplier 
les  expériences  autant  que  l'on  voudra,  mais  on  ne  sera  ja- 
mais assuré  que  la  moyenne  représente  cette  tension.  Il  est 
donc  de  toute  importance  de  nous  rendre  compte  de  l'er- 
reur à  laquelle  on  s'expose  lorsqu'on  substitue  la  moyenne 
à  la  vraie  valeur  que  l'on  cherche. 

Soit  X  cette  valeur-,  on  aura 


et  par  suite 
d'où 

(2) 


X  =  o  +  A, 

Xr=:r/-h  A', 
X  z=  o''  +  A^ 


/^X  ==  2r?  -h  ::a, 

X=:=  —   +   -. 

n  n 


Appelons  \}.  la  moyenne  arithmétique  — i  et  posons 

2A 
(3)  X=-^^, 

il  viendra 

(4)  x  =  f.  +  À. 
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Mais  comme* 

lA  --  A  -+-  A'  -f-  A"  -f-  . 

nous  aurons  aussi 

iA-  lAA' 

l5)  ).'==   —  -h'2-    -. 

Faisons  mainiennnt 


(6) 


■•'=\/f 


[ju  on   pouira  a[)pcllcr  la  moyenne  des  (erreurs,  on  auia 


// 


Mais  les  erreurs  A  étant  par  hypothèse  entièrement  for- 
tuiles,  il  est  évident  que  sur  un  grand  nombre  d'observa- 
tions elhs  seront  à  fort  peu  près  deux  à  deux  égahvs  et 
sii^ne  contraire,  de  sorte  (pie  les  produits  AA'  seront  deux 
deux  aussi  désignes  contraires,  et  la  somme  SAA'  s  annu 
lera. 

Il  viendra  donc  sim[)lement 


(i«' 
I 


nr 
n 


/ni'  I      ;- 

y   //       // 


(8,  X  =  y/--:.-^.... 

Telle  est,  avec  une  grande  approximation,  rerreui-  à  la- 
([uelle  on  peut  s'attendre  lorsrpie,  au  lieu  de  la  viaie  va- 
leur X,  on  prend  la  moyenne  |u. 

Donc  Veneur  commise  dans  ce  cas  est  éiiale  à  la  rm  ine 
carrée  fie  la  somme  des  carres  des  erreurs  divisée  jtar  le 
nombre  des  observaùons, 

15.  Pour  évaluer  pratiquement  une  telle  cmur,  il  s«r.iit 
nécessaire  de  connaître  d'avance  h-s  erieurs  A,  ce  «pil  ve- 
vient  implicitement    à  admeltie   comme  connue   la   \raie 
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valeur  de  X,  que  précisément  nous  ignorons,  et  qu'il  s'agit 
au  contraire  de  déterminer,  au  moins  avec  une  approxima- 
tion sullisante.  Voyons,  par  conséquent,  quelle  en  eur  nous 
commettrons  lorsque,  au  lieu  de  déduire  les  A  de  la  vraie 
valeur  de  X,  on  les  déduira  de  sa  valeur  approcliée,  c'est- 
à-dire  de  la  moyenne  arithmétique  des  observations. 

Soient  donc  (^,  â',  ^'^...,  les  écarts  ou  les  différences  entre 
la  valeur  approchée  deX  et  chaque  observation,  on  aura 

r^^  (9)  ^.  z=  o  -^  S,       fz  —  r/  4-  ê\       y.  =  o"  +  ïï\  .... 

Mais  des  équations  (1)  et  (4)  on  tire 

X  =  p -f- ).  :=  o  H- A,      p -h  A  =  o' -I- A',      p -h  /  =3  o"-|- A",..., 

^^^         et  en   remplaçant   o,    o',   o" ^.  .  .    par  leur  valeur  (9),    il 
W  i'\     "viendra 

<t  t!;  A  =  A-^6^     A'  =  \  +  ^',     A"=:>4-<î'',...; 

-;;^     î^^    ^\      d'où 


nV 


±^ 


Mais   comme   ]x  est  la   moyenne  des   observations,   on    a 
ç$i-  ZcJ  =  o  ^  et  puisque 

2A^ 


nV-  =  ni- 
on  aura  aussi 


d'où  enfin 

(.0) 


/  ^S'' 


La  valeur  de  ).,  que  dans  ce  cas  nous  appellerons  spé- 
cialement E,  sera  alors 


Appelons  maintenant  ô  ce  cjue  devient  m   dans  le  cas 
actuel  d'une  valeur  approchée  p.  de  X  5  ce  sera  la  moyenne 
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des  erreurs  ou  Verreuf  lîioj  cnnv.  dcsohs('n'(iiu)i\<.  On  aura 


(12) 


V   «  -  •  sjn 


par  consé(|uenl  :  i°  r erreur  moyenne  des  observations  est 
égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  écarts 
divisée  fmr  le  nombre  des  observations  moins  un  j  i^  V er- 
reur commise  sur  lu  moyenne  des  observations  est  égale  à 
lerieur  moyenne  des  observations  divisée  par  la  racine 
carrée  du  nombre  des  observations. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  crapprendre,  voici  la 
règle  pratique  pour  trouver  la  valeur  la  plus  plausible 
pour  un  système  donné  d'observations  également  bonnes. 

Soient  o,  o\  o" , .  .  .  les  valeurs  fournies  par  n  obser- 
vations d  une  quantité  X  qu'il  s'agit  de  déleiniiner- 

Calculez  1(1  moyenne  ariliirnétique  u.=  ^^i  nui  sera  la 
valeur  la  plus  plausible  de  X  ; 

Calculez  les  écarts  entre  les  valeurs  observées  o  et  la 
moyenne  ^,  c' est -ii- dire  les  différences  a  —  o  =  o  ; 

L'erreur  à  craindre  sur  chaque  obseivulion  sera 


I    ïo' 


I 
et  V erreur  il  craindre  sur  la  ifio)  en  ne  a  sera 


!().  FxKMi'i.K.  —  On  a  ol»>(.'r>é  dans  un  ct'ilain  lieu  de 
la  terre  1  étoile  polaiie,  alin  de  cUici  niiiuM  la  laiiluilede  ce 
lieu,  et  l'on  a  obtenu  les  résnllals  .suivants  (*)  : 

(*)  On  culculora  tacileinrtit  los  o'  avec  les  Tablos  a  la  lin  ilc  1  Ouvrage. 

a. 
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ANGLES   OBSERVÉS. 

c? 

0" 

, 

O       /        Il 

55.42.22, l3 

-t-  2,42 

5,856 

2 

i9>^1 

—   0;47 

0,221 

3 

i9>'9 

-  0,52 

0,270 

4 

20,09 

4-   0,98 

0,960 

5 

21,84 

-f-  2,  .3 

'1;377 

G 

19,76 

-h  o,o5 

0,002 

7 

17,62 

—  2,09 

4,268 

8 

18,90 

-  0,72 

o,5i8 

9 

18,26 

-  0,45 

0,203 

10 

19,13 

—  0,58 

0,336 

11 

'9>24 

-  0,47 

0,221 

12 

•9j''|2 

—   Oj29 

0,084 

Moy.  arith.  19,72 

2<?  =  11,17 

IS^  =  17,756 

Dans  ce  cas  on  obtiendra  pour  la  valeur  la  plus  probable 
de  la  latitude 


X=:  —  =  55«42'l0^n2, 


et 


6       _    l'^264 


y/i2 


o",365. 


Donc 


X=r55''42'i9",72dzo*,365. 


17.  D'après  les  considérations  exposées  ci -dessus,  ou 
voit  que  Terreur  E  commise  sur  le  résultat  final  ne  repré- 
sente pas  exactement,  mais  seulement  approximativement, 


la  différence  X 


lo 


Il  est  naturel,  par  conséquent,  de 


se  demander  quelle  confiance  on  peut  accorder  à  une  erreur 
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ainsi  calculée,  entre  quelles  liniiles  elle  est  comprise,  ou 
bien  jusqu'à  quel  point  elle  est  probable. 

A  celte  question,  comme  nous  le  venons  dans  la  suite, 
le  calcul  de  la  probabilité  des  erreurs  répond  que  l'er- 
reur commise    sur   l'évaluilion  de  E   est  comprise  entre 

H-  o,6y4^  F^  *"^  —  0,674^  ''• 

Appelons  donc  R  Terreur  (  omniist;  probablement  surR, 
on  aura 


R  r=:  o,r)745E  r^  0,6:45  i/ rî 

'     y  w  //  —  i) 

et  poui"  Terreur  moyenne  e  des  observations, 

r=  o, 6745e  =  0,6745  y/,73^  • 

Ainsi  dans  Texemple  ei-dessus  on  aura 

R  =  0,6745.0", 365  =  o",246. 

Cela  signifie  cpTil  y  a  i  contre  i  à  paiiei-  (pTen  répélaiit 
les  mêmes  obseivations  on  commettra  une  (  ru'ur  r  sur 
cliaque  obsiTvation  et  une  erreur  11  sui'  le  résultat  (inal. 

11  est  évident  qu'on  peut  considérer  l'observalion  comme 
d'autant  plus /;réc/5r,  c'est-à-dire  plus  voisine  dr  la  \érilé, 
que  /•  est  plus  petit.  Par  conséquent,  l.i  (piantilé  /•  peut  ser- 
vir à  donnei"  une  idée  de  la  précision  asee  la(]uelle  ont  été 
faites  les  ob^erN  alions. 

18.  ExF.Mi'Li:.  —  Le  V.  Seeclii  a  lait,  il  ans  la  mesuie  île 
la  base  Appienne,  les  lectures  sni\anles  poui  les  iils  d  u\i 
microscope  : 
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DISTANCES 


dui«''au2*'fil.      du  i^ au 3e fil.     du3«au4efil.     du^eguô^fil. 


m 


0,900  o,865  0,845 

0,890  o,855  0,845  0,870 

0,900  0,875  o,865  o,865 

o,885  o,865  o,83o  o,855 

0,895  o,885  o,865  o,85o 

0,900  0,870  0,840  0,880 

0,895  0,875  o,85o  o,865 

0,895  0,875  o,855  0,845 

0,895  0,860  o,865  0,860 

0,895  o,865  0,870  o,855 

0,900  o,85o  o,865  o,85o 

0,900  o,853  0,867  0,860 

0,900  0,870  0,860  0,860 

0,905  o,855  o,863  o,853 

8,895  0,875  o,85o  0,865 

0,900  0,875  0,845  o,865 

Moyennes.  0,897  0,867  o,856  0,860 

On  trouvera  pour  les  intervalles 

/•  R 

Du   i"''  au  2^  fil o,oo3i  0,0008 

Du  2^   au  3^  fil 0,0064  0,0016 

Du  3^   au  4^  fil 0,0082  0,0020 

Du  4*   ^^^  5®  fil 0,0062  0,001 5 


IV. 

POIDS    DES    OBSERVATIONS. 

19.  Plus  les  circonstances  qui  accompagnent  une  ob- 
servation (méthode,  instruments,  personnel,  temps  dispo- 
nible, état  météorologique  de  l'almosplière,  etc.)  concou- 
rent à  la  rendre  bonne,  c'est-à-dire  à  la  rapprocher  davan- 
tage de  la  vérité,  plus  elle  méritera  notre  confiance,  et  aura 
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fin  poids  (Jans  nos  drdiiclions  loi^ifjues.  On  comprend 
d'ailleurs  cjue  deux  observations  ou  deux  séries  (Toh^r- 
valions  puissent  ne  pas  être  également  bonnes  :  (orinnc ut 
donc  les  comparer  entre  elles  sous  le  rapport  delà  piécision? 
INous  aurons  retours  au  crifcn'urn  suivant.  LU  système 
d'obseï valions,  toutes  également  bonnes,  mérite  évidem- 
nienl  d'autant  [)lus  de  confiance  pour  les  eon-écjueiues  que 
nous  voulons  en  tirer,  qu'il  en  <  mbrasse  un  plus  grand 
nombre.  JNous  avons  vu,  en  ellel,  f[ue  Terreur  à  craindre 
sur  le  résultat  est  égale  à 

et  que,  par  eonséc[uent,  elle  diminue  en  raison  inverse  du 
nondjre  des  observations.  On  voit  ainsi  (jue  Ton  peut  re- 
présenter le  degré  de  confiance  que  mérite  une  observation 
par  le  nombre  d'observations  d'une  précision  constante  ic- 
(juises  pour  obtenir  la  précision  de  l'observation  que  Ton 
considère.  Par  suite,  le  poifls  d'une  observation  ([ui  a 
fourni  la  valeur  x  =  A  est  le  nombre  d'observations  d'é- 
gale précision  (|ui  donnerait  lieu  à  la  nuMne  erreur  (|ue 
l'on  aurait  à  craindre  sur  le  résultat  x  =  A. 

Ainsi,  par  exemple,  une  observation  vaudra  comme  5. 
une  autre  comme  9  5  cela  signifie  (jue  la  bonté  de  la  pre- 
mière obser\ati()n  est  écjuivaiente  à  5  obseivalions  et  la 
seconde  à  9  observations  d'un  piécision  donnée  o.  On 
pourra  donc  admettre  que  le  poids  d'une  observation 
peut  cira  représente  par  le  nombre  tf  observations  toutes 
d'égale  précision  pro/)res  à  fournir  la  qiuintitê  iheichée 
avec  une  précision  éi^a/e  à  celle  dune  seule  obsen'tition, 
c  est-à-diie,  plus  claiicrnent,  propres  à  fournil-  un  lésullat 
moyen,  [)assible  de  la  même  erieur  piobable  (jue  le  ré- 
sultat de  la  seule  observalion, 

-0.    iSous  avons  \u  (|ue  leireur  pi(d)al)le   I{   est  expri- 


—  24  — 

méc  par  réqualion 

R  =  o,6745E. 

JNlais  ou  a 

(■)  ^  =  7^  "'  "^-^^"^ 

pour  un  syslème  donné  d'observations,  el  pour  un  autre 

,  _  ="  _  il"  . 

^    ''  sjn 

Supposons  maintenant  que  les  erreurs  e,  que  Ton  peu, 
craindre  pour  chaque  observation    soient  égales    ou    pu 
4uieux  dire,  également  probables,  a  savon-  ,=/  ,  alors 
viendra 

on  bien 

(3)  n'.n..-^^.^. 


,^R^=://R^ 


n\Ji'- 


T      _      i 

Il  :  /'•'  '.  ■ 


ou  encore 

(4)  '''"  "  ë:^'  E 

et  comme  par  définidon,  dans  le  cas  d^observations  égale- 
ment bonnes,  on  a,  eu  appelant  ,,  //  les  po.ds  des  deux 
systèmes  cV observations , 

P  :  p'  •'  "  ♦  '''' 

il  viendra 

(5)  P'f'"''  É^  •  E-  ••  R^"  R'^ 


_  OK  — 


cil  appelant  /;  Icpo'wls  dini  sv^tcmc  (rubscrvalioiis,  on  aiiia 
(6) 


K 


cl  ciiiiii 
(7) 


''  =  ¥'' 


K  claiit  une  roiisiaiilc  (jnclcoïKjuc 

21.    Si   Ion    remplace   II  cl  K  pai-  leurs  >al(Miis  (^  III) 
l'équation  (7)  devient 

K  /i  '  n  —  I  ) 

^'""(0,6745/         le' 

et,  en  observant  rpic  1  on  a 

o,(i745  —  ûy'2,     &  =  o,476<), 

conunc  on  Ncira  au  §  X.  Il  vient 

K    //  '  //  —  I  ^ 


(«) 


P  — 


•10'  IrP 

poui'  //  sullisaniinent  i;rand.  on  a  sensiblement 

(9)  /'=L^= 

L  étant  une  eonslante. 

On  déduit  aussi  des  principes  expost-s  (pie  /e  /)n/V/v  J,- 
la  moyenne  de  n  (thsen'iifïons  est  n  Jais  le  poids  (t  une 
observation  sinipir.  Kn  cllet,  soit  P  le  poids  de  la  moyenne, 
cl  />  celui  d'une  obscr>alion  simple,  on  aura 

/       / 

K,  £  étant    lou|ouis   les    einuis   tie    la    ninsenne  cl    il  une 
obseiN  alion.  Mais  on  a 

E.  =  i', 
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donc 

P=/^—  =  Tip.  C.    Q.    F.    D. 

Notons  encore  que,  pour  des  observations  inégalement 
bonnes,  on  aura 

;'- 


lo)  p\p 


et,  en  général,  quelles  que  soient  les  observations, 

22.  ExEAiPLE  T.  —  On  a  fait  pour  la  mesure  cV un 
angle  cinq  séries  iV observations^  dont  les  erreurs  pro- 
bables sont  respectivement 

i",?.o,     o'',8o,      i'',6o,     o'^oo,      î",i. 

Quels  seront  les  poids  correspondants  des  observations? 

D'après  la  formule  (2)  ils  seront 

K  _K_       ^_        J^  K 

1,44'  0>^4  ^'^^^  ^5^^  ''^^ 

et  par  conséquent  (en  prenant  K  =  ioo)  ils  seront  à  peu 
près  proportionnels  à 

7,      i5,     4,     4o>     ^• 

Cela  nous  apprend  qu'on  peut  réduire  les  5  séries 
d'observations,  quelles  qu'elles  soient,  à  5  autres,  toutes 
également  bonnes,  mais  au  nombre  de  7  pour  la  première, 
de  1 5  pour  la  deuxième,  de  4  pour  la  troisième,  de  40  pour 
la  quatrième,  de  8  pour  la  cinquième.  Nous  pourrons  ainsi 
comparer  une  observation  à  une  autre,  et  dire,  parexemple, 
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(jue  les  observations  de  la  première  série  valent  ou  pèsent 
10  fois  plus  (jue  celles  de  la  troisième,  cl  ainsi  de  suite. 

23.  Exemple  II.  — Supposons  qiir.  V incxpèiirnce  d'un 
ohseruatcur  soit  tclle^cpion  ait  à  craindre  rie  lui  une  er~ 
reur  deux  fois  plus  grande  que  d'un  autre  uhscn'afrur . 
Quel  sera  le  poids  de  ses  observations? 

R.  —  Le  poids  sera  =  ^-  c'est-à-diie  son  observation 
vaudra  ~  de  celle  de  l'autre  observateur,  et  pour  rendre 
comparables  les  deux  résultats,  il  faudra  que  le  premier 
fasse  un  nombre  quadruple  d'observations. 

24.  Exemple  III.  —  On  a  dètei miné  la  latitude  /.  d  un 
lieu  donné  par  deux  séries  d'ohseivations,  V une  faite 
av^ec  un  sextant ^  Vautre  avec  un  théodolite.  On  a  trouvé 
pour  la  première  et  pour  la  seconde  sc/ie  respectivement 
les  valeurs 

>,  =1  49"  i6'  i3",  avec  une  erreur  probable  K,  dczb  5", 
>,  =  49'>i6'io",  ..  "  R:do=b3". 

On  demande  quelle  est  la  raleui  la  plus  prolndde  de  la 
latitude  et  quelle  est  V erreur  h  craindre  sur  le  résultai . 

Appelons  ^>,,  p^  les  poids  des  deux  séries  d'obseï  valions, 
on  aura 

K  K 

el,  en  prenant  K  =  i5',  ils  dcNiendronl 

/^,  r-  9,     /;,  "  25. 

('.es  nombres  sii;nilient  cpie  la  première  valeur  de  À  est 
é(pnvalenle  à  la  movennc  de  9  cl,  la  seconde,  à  la  moyenne 
de  25  obs{'r\ations  (Kégale  pr(M  ision.  Par  (  (»iiM'(juenl ,  la 
somme  9À,  -h  25).,  est  écpiivalenle  à  celle  (jui*  lourniraieiit 
34  observations,  toutes  de  même  poids-,  en  la  divisant  donc 
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par   34,  c'est-à-dire  par   le  nombre  des   observations,  on 
aura  naturellement  la  valeur  moyenne  de  ces  observations. 
Appelons-la  L,  il  viendra 

L  =  -^—j-^ =  49«  16'  4-  ^ -^ =  49"i6'io",8. 

î2o.  Cherchons  maintenant  l'erreur  probable  Ti  corres- 
pondante à  l'unité  de  poids. 

D'après  les  équations  (11)  et  (12)  l'erreur  probable  /;, 
correspondante  à  l'unité  de  poids,  sera 

OU  encore 
et  par  suite 


-\/^ 


R?-^/>2R: 


Appelons  maintenantPle  poids  du  résultat  final  L-,  nous 
aurons  évidemment 

et  pareillement 

R  désignant  l'erreur  probable  de  la  moyenne  L.  En  com- 
parant les  équations,  nous  aurons 

(i3)  R==V/^?^^' 

et,  eu  égard  à  la  relation  (6), 

(,4)      K  =  JJH^ïL  =  i/I^  =  »  AI, 
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ou  encore 


(.5) 


V   R;       R; 


Dans  le  cas  aclucl  R,  =  j,  R.  =  3,  it.  par  couscmjuciiI 


:>.5-+-9 


La   valeur    de    la    latitude   L  =  /ii)"i6' io",S   serait    donc 
exacte  entre  les  limites  d=  Z",  5. 

^lotonsque  l'expression  de  R  peut  encore  se  mettre  sous 
la  forme 


En  effet,  on  a 


d  apiès  les  relations  (6),  ou  enfin 


(i6)  K  =  -s'/']R]+j'',R]. 


20.  En  général,  étant  données  diverses  valeurs  de  x  par 
le  moyen  de  //  séries  d'obseiva lions, 

X  z=z  (ty  avec  \c  poids/;,  cl  Terreur  probable  r,, 
X  ziz:  a^  *  /h  •  '■;» 


'•.. 
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la  valeur  la  plus  plausible  de  x  sera 

Pi  H-  Pi  H-  /?3  -f-  .  .  .  H-  p„ 
et  le  poids  sera 

(19)  P=/^.    -h/^.   -f-/?3-f-.    ..-h  Pu. 

On  aura  encore,  en  suivant  la  même  marclie  qu'aupara- 
vant, 


(20) 


\/        I  I  I 


(21)  R  =  1  y/^,J,.;'  _4-y,^;r^  +y,^  r^  +  .  .  .  _|_y,2  ^2 


V. 

THÉORIE    DES    MOINDRES    CARRÉS. 

27.  Supposons  qu'entre  des  quantités  données  et  i  quan- 
tités inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer,  il  existe  un 
nombre  p  d'équations  de  condition,  supérieur  à  celui  des 
inconnues.  Il  est  évident  qu'en  combinant  /  à  i  les  p  équa- 
tions, on  obtiendra  divers  systèmes  de  valeurs  pour  les  i 
inconnues  propres  à  satisfaire  à  une  partie,  mais  non  à  la 
totalité  des  équations.  On  ne  saurait  pas  au  premier  abord 
lequel  préférer  de  ces  différents  systèmes,  et  on  n'aurait  pas 
d'autre  critérium  pour  choisir  l'un  plutôt  que  l'autre, 
que  de  les  substituer  successivement  dans  les  équations 
de  condition,  et  de  voir  quel  est  celui  qui,  avec  les  p  —  i 
équations  restantes,  fournirait  un  système  d'erreurs,  c'est- 
à-dire  d'écarts  de  o,  les  plus  petits  possible.  Ce  serait  une 
opération  très-longue,  presque  impraticable,  qui  du  reste 
ne  conduirait  pas  sûrement  au  but;  car,  alors  même  que 
l'on  connaîtrait  les  vraies  valeurs  des  inconnues,  il  pour- 
rait très-bien  arriver  que  leur  substitution  dans  les  p  équa- 


-al- 
lions produisit  des  écarts  ciKore  plus  grands  que  ceux 
obtenus  par  la  niélliode  précédente,  ce  qui  proviendrait 
évidemment  de  rimpcrfcction  des  observations  qui  ont 
fourni  les  p  é(|ualions.  Au  milieu  de  ces  incertilufles  et 
de  ces  dilîlcullés,  le  parti  suivant  paraît  préférable. 

Parmi  toutes  les  valeurs  que  Ton  peut  attribuer  aux 
inconnues,  on  préférera  celles  qui,  substituées  dans  les 
é(juations,  fourniront  des  ditlerences  avec  o  (prises  en  va- 
leur absolue,  c'est-à-dire  abstraction  faite  du  signe)  les  plus 
petites  possibles-,  car  il  est  évident  que,  dans  la  question 
actuelle,  peu  importe  le  signe  de  l'erreur,  pourvu  que  l'on 
songe  à  en  diminuer  la  grandeur  absolue.  Les  écarts  devront 
même  être  tantôt  d'un  signe,  tantôt  d'un  autre,  puisque,  dans 
le  cas  contraire,  comme  nous  l'avons  déjfi  maintes  fois  ob- 
servé, il  y  aurait  lieu  de  croire  à  des  erreurs  svstématicjues. 
Mais  pour  remplir  analyli(juemcnt  celte  condition,  à  savoir 
de  ne  tenir  compte  que  des  valeurs  absolues  des  erreurs,  le 
moyen  le  plus  naturel  c'est  d'en  considérer  les  carrés,  et 
ensuite  de  faire  en  sorte  que  la  somme  de  ces  carrés  soit  un 
niininiuin. 

28.  L'application  de  cette  métbode  dans  les  divers  cas 
que  l'étude  de  la  nature  peut  présenter,  forme  précisément 
robjel  de  la  théorie  des  moindres  carrés. 

Deux  exemples  sulliront  à  éclaircir  ce  qui  précède. 

i"  L'étude  des  oscillations  du  pendule  à  diverses  biii- 
ludes  amena  les  physiciens  à  concluie  que  la  lonj;iu'ni-  / 
du  pendule  (jui  bat  la  seconde  dépend  de  la  latitude  'l  du 
lieu,  selon  une  loi  déterminéi'  exprim('epar  l'écpialion 

où  jr,  X  sont  deux  longueurs  qu'il  s'agit  de  trouver.  Divers 
observateurs  célèbres  firent  à  cet  égard  des  expériences  (pie 
nous  reproduisons  dans  le  tableau  suivant  : 
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LIEUX 

de  l'observalion. 

LATITUDE. 

LONGUEUR 
du  pendule. 

NOMS 
des  observateurs. 

Pérou 

Petit-Goave 

Paris 

0,0 

18,27' 

48,2', 

58, i5 
67,  4 

0, 990564 
0,991 i5o 

0,993867 

0,99-^1^89 
0,995325 

Bouguer. 

Bouguer. 

Biot  et  Mathieu. 

Mallet. 

Clairaut  et  Maupertuis. 

Saint-Pétersbourg. 
Laponie 

Les  résultats  de  ces  observations,  substitués  dans  Té- 
quation  précédente,  donnent  les  cinq  équations  de  con- 
dition : 

X  -f  j .  o ,  00000  —  o ,  990564  =  o , 

x  +  /. 0,1 00 16  —  o,99ii5o  =  o, 
x  +7.0,56672  —  0,993867  =  o, 
X  -+-  j-. 0,7 2807  —  0,994589  =  o, 
.r  +  7.0,84829  —  0,995325  =  o. 

Si  on  leur  applique  la  niélhode  des  moindres  carrés  dont 
nous  parlerons  tout  à  Theure,  elles  se  trouveront  rempla- 
cées par  les  deux  suivantes 

^  +  j .  o , 44-65  -  o , 993099  =  o , 
X  +  j.o,7o3o6  —  0,994548  =  o, 

bien  propres  à   fonrnir  un  minimum  pour  la  somme  des 
écarts  ^  on  en  déduira 

X  =  0"',  990555,  r  =  o'",  00567  86, 

et,  par  conséquent, 

l  :=:  o'", 990555  +  o'",oo5679sin2  4^. 


29.  Les  variations  diurnes  barométriques,  selon  divers 
météorologistes,  paraissent  dépendre  de  la  latitude,  de 
l'altitude  et  de  la  température  du  lieu.  Voulant  chercher 
jusqu'à  quel  point,  pour  un  même  lieu,  elles  peuvent  va- 
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rici-  avec  la  icinpéralure,  j'ai  déduit,  des  observations  (,iio- 
tidieniics  du  professeur  ehanoine  Parnisetli,  d'Alexandi  ie, 
la  moyenne  des  résultats  moyens  barométriques  et  liier- 
mouiétriques  poui-  les  cin(j  années  1861-1 865;  je  les  ré- 
sume dans  ec  tableau  : 

Juin.  .  .    .  .  1 1  '>  =^  r  -+-  7  .  29  ,  j  I 

Juillet....  ï!iO  =  X -t-j  .20,11 

Août i36  =  X -f- >  .  .>'j  ,5o 

Septembre.  i3i  =  x -t- r.jo.So 

Octobre ...  1 09  =  .r  -t-  r .  i  '| .  00 

Novembre  .  go  ^  x  -»-,> .   7,00 

où  les  premiers  membres  expriment  les  variations  baromé- 
triques de  9  benres  à  3  beures  de  ra[)rès-midi.  exprimées  en 
-p^  de  millimètre,  ei  les  seconds  membres  représentent 
les  températures  moyennes  en  degrés  centésimaux.  En  ap- 
j)liquanl  la  inélbode  des  moindies  earré.*^,  on  trouve  que, 
en  désignant  par  r  la  variation  diurne  bai'omélri(|ue  et  / 
la  température,  on  a.  pour  Alexandrie, 

(jui    piou\eiail   une  certaine   iiillnence  due    à   la  tcin- 


Décembre.. 

1 00  =  X  -4-  jr .  2 , 1 5 

Janvier  .  .  . 

73  =  x-H7(-o,37) 

Février.  . .  . 

93   =X-^-jr.     2,93 

Mars 

98  =  x-u7.   9,97 

.\vril 

iq6  =  X  -t-/.  i4)^8 

M.ni 

ii3  =.r-H/.!2,54 

peralure 


VI. 


>IÉTnODE    DES    MOINDRES    CAHRÉS    POTR    DES    ÉQlATIOXS 
M.NÉMRKS. 

30.  Pour  plus  de  sim[)lieilé.  eonsldi'rons  un  >vslènie 
(réquations  à  trois  inconnues  senleimnt;  le  raisonncint  ni 
ne  perdra  nullcineni  de  sa  généralité. 

Soient 

(t.r    -I-  hr     -h  <3     -h  ^/    r=  G ,  . 

V  ri'j:-^  b'y  -If  c'  z  -+-  d'  m  o , 
(  I  )  <  (i"j-  -h  h" y  -h  (•"  z  -h  <l"  —  G , 
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les  cquations  de  condilion.  Soient  £,  e',  i" ^  z'^',...  les  ré- 
sultats de  la  substilulioii  des  valeurs  des  inconnues,  que 
nous  nous  proposons  de  déterminer,  dans  les  premiers 
membres  des  équations  susdites.  Si  ces  valeurs  étaient 
vraies,  les  £  seraient  nuls:  mais  comme  elles  ne  sont  qu'ap- 
prochées, ces  £  seront  les  erreurs  commises,  et  elles  expri- 
meront de  combien  les  premiers  membres  diffèrent  de  o. 
Or,  afin  que  ces  valeurs,  par  les  raisons  ci -dessus  exposées, 
puissent  être  pour  nous  les  plus  plausibles,  il  faudra  que, 
en  vertu  des  principes  ex^^osés,  la  somme 

(•2  )  t-  -+•  s'2  -f-  z"'  -{-  i'""  -4-  .  .  .  =  minimum. 

En  supposant,  pour  un  instant,  ({ue  les  x^  y^  z^.  .  . 
représentent  les  valeurs  les  plus  plausibles,  l'équation  (v») 
deviendra 

j  [ax  -h  by  -^  cz  ^  dy-  -^  [a' x  -\-  h' y  -4-  cz'  -\-  ciy 
^     '        \  ^  [a"x  +  b"y-\- c'z^dY -\-.  .  .—  m\x\. 

Mais,  par  des  théories  bien  connues, pour  que  les  valeurs 
Xy  Y,  z,.  .  .  rendent  le  premier  membre  un  minimum,  i! 
faut  que  les  dérivées  relatives  à  chaque  inconnue  s'an- 
nulent. On  aura  donc  successivement  pour  D^,  D^,  D^,,. . . 

/    [ax  -{-  by  -]-  cz  -\-  d)  a  -^  (a'x  -4-  ///  H-  c'z  +  ci')n' 

H-  (a"x  +  b'y-h  c"z  ^d")a"  -\-...  .-^:  o, 

[ax  +  by  -\-  cz  -h  d]  b  ^  [a'x-\-  b' y  +  cz  -{-  d')  b' 

H-  [a"x  -f-  b"y  +  c"z  +  d")  b" -^  .  .  . -:=  Oy 

(^ax  H-  by  +  cz  -f-  f/)  c  -h  [a'x  +  b'y  -\-  c'z  -h  d' )  c' 
H_  a"x  -f-  b"y  -f-  ("z  -y- d")  c"  -\- ....=:  o. 

(  la\x -\-  laby  ^  lacz -h  lad=zo, 

(5)  '    \  labx-hlby  -\-lbcz-\-lbd=o, 

{  lacx -h  Ibcy  -{- ^c'z  -h^icd  =  o, 

qui  seront  les  équations  normales  que  l'on  cherchait.  En 


f4) 
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résolvant  as  irois  éfju. «lions  ;i  trois  iinoriniics,  on  oblicii- 
dra  les  val(;nrs  chcrchtes  de  .i\,  )  ,  z.  On  voit,  «mi  t;én('r;il, 
(ju'ayant  autant  d'équations  do  la  forme  (4)  qu'il  va  de 
données  et  parlant  d'inconnues,  ee  procédé  conduira  lou- 
jours  à  un  nombre  (Téquations  égal  à  celui  des  inconnues, 
d'où  elles  pourr(MU  toujours  être  éliminées. 

Observons  en  passant  (jue  les  cocfli(  ienls  d(\s  inronmies 
dans  les  équations  (."))  forment  un  délenninint  svmdriqne 
par  inpport  à  la  diagonale,  savoir  : 

1    Ir/-,        Ifi//^       lac, 
(6)  Inh,       -/;-,        l/«, 

'    Ir/r,        -hr,        Ir-; 

Cl  (|U(\  [)ar>uile,  il  sufliraiTen  caK  ubr  une  pailic 
J)  ailleurs,  connue  on  a 

-iub  =  -  [i\'^i  ■+-  f^y  —  la-  —  1  i  -  ; , 
lac  z=:  —  \l\a  H-  r  -■  —  la-  —  -  c-  ] , 


on  voit  (ju'on  pouri"a  (léti'nniner  tous  le>  coellicicnts  (5) 
au  inoven  des  sommes  tics  carrés  2//",  et  des  sommes  des 
cai  rcs  2  (a  -I-  />)'descoeiricienls  sommés  deux  à  deux.  Puis, 
an  nu)ven  d  une  Table  des  carrés,  on  trouvera  facilcmenl  les 
c()cf(icienls  avec  de  sim[)les  additions  (ni  souslraclions,  A 
c«'l  cllél,  nous  avons  donné,  à  la  tin  de  1  (  )u\  rage,  une  l'aMe 
(pli  iournil  les  cai  rés  des  nond)res  dejuiis  0,001  juxpi'à 
I  I  ,j)};y,  tirée  tlun  liavail  «le  Se  liwciger,  et  (jue  nous  avons 
étendue  de  10  à  1?,  latpiille,  dans  lis  limites  des  observa- 
tions coinmunes  et  vu  piépararjl  (<>n\eu.il)l(iui'ul  les  et|ua- 
lions,  sulliia  dans  la  plupart  des  cas. 

31.  Exemple  1. — Dclrnniiuitûm   dv  la   vulinr  cti  sc- 
coiidci  (riitic  (/iï'ision  f/iin  nix'cdii  à  huile  il'inr. 

Plaçons  Mir  une  lunette  d  un   cercle  méridien   nu  «iun 

3. 
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lliéodoliîe  un  niveau,  et  douuons  à  la  lunette  diverses  ineli- 
naisons,  qu'on  lira  sur  le  cercle.  A  ces  inclinaisons  corres- 
pondront autant  de  courses  de  la  bulle  d'air,  et  par  suite 
autant  de  lectures  de  divisions  relatives  à  la  position  de 
son  centre. 

On  peut  représenter  chaque  inclinaison  (1)  de  la  lunette, 
lue  sur  le  cercle,  par  une  inclinaison  initiale  x  du  niveau  et 
par  le  nombre  des  divisions  (/z)  parcourues  par  le  centre  de 
la  bulle  réduite  en  secondes,  en  supposant  connue  la  valeui' 
angulaire  çp  de  chaque  division. 

En  faisant  diverses  expériences,  on  pourra  obtenir  les 
valeuî's  de  x  et  de  r.  Voici  par  exemple  un  tableau  : 


LECTl'KE 

BILLE    DL 

NIVEAU. 

POSITION 

DIFFÉRENC'S 

! 

j             cercle. 

Exlrémilé 
droite. 

Exlrémilé 
gauche. 

«lu 

centre  de  la  bulle. 

entre 
les  lectures 
du  cercle. 

■ii,G/i5 

-    23,8 

-f-    7,4 

—   8,20 

0,000 

21,974 

—    20,2 

^  10,9 

-  4,G5 

0,329 

2-2,328 

—     l5,2 

-+-  i5,3 

-   0,25 

0,683 

2-2,076 

—     12,3 

-+-  18,8 

-i-    0,25 

i,o3i 

23, I 10 

-     7,5 

-f-  23,6 

-h  8,00 

i,/i65 

On  aura  donc 

o,  000  z=  .r  —  8, 200^,' 

0,32g  =  .r  —  4,659;' 
0,683  =  -r  —  0,l5ij;' 

i,o3i  =  .r  —  3,  25^^' 
1 ,465  =::  X  —  8, 009 i( 

et  les  équations  normales  seront 

5.r-  i,85|=r-f-  3,5o8, 

—  485x  -\-  163,48759  :=  H-  13,702; 
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(Voii  Ton  dt-dnil 

.r  =  o,;34:o,     jr  —  0,090097. 

Par  conséquent,  pour  n'importe  quelle  position  du  CMiele, 
linclinaison  du  niveau  sera  fournie  par  la  simple  lecture  fi 
des  divisions,  moyennant  la  ronnule 

>  =  o",  73470  H-  o",  0900097 //. 

32.  Exemple  II.  —  Dclcrniimilioit  de  la  (li[jércncc  ilc 
longitude  entre  deux  lieux. 

A  cet  ellet,  ou  emploie  (juehjuefois  des  (  liiononiètres  «pie 
loii  transporte  d  un  lieu  à  1  autre  en  les  échanijeant.  il  e>t 
évident  que  la  dillérence  de  marche  des  thronomèlres  bien 
conslalée  indi(juera  la  difféience  (  liercliée  de  longiliide. 
Sans  entrer  à  cet  éi^ard  dans  des  détails  minutieux,  mm^ 
donnerons  les  équations  de  condition  anxcpielles  a  conduit 
la  détermination  de  la  distcHucen  loni^itude  des  ()l»eiNa- 
loires  de  Puikowa  et  de  Dorpal.  à  sa\oir: 

-h  O,5o8.r  —  >  —  (J,0()()C  -  :  -f-  o",o()(>, 
-h  o,  j44-^  -+- J  —  0,3i2Z  :  —  o",  ^86, 
-h  0,540/    —    >    -r  O,  294=  —  0,049. 

-\-  o,522.r  -h  V  —  O,  193c  —  o,38(>, 
H-  0,521  .r  —  >  —  o,  195c  —  0,078, 
-h  O,5lox  4- J  -h  o,  I  143  -r  0,179, 
H-  o,  57  I  .r  —  )  -+-  O,  o32  Z  r  —  o,  343, 
4-  o,579r  -t- .>  —  0,079c  —  o,oo('). 
-+-  o,  "il  II-  — y  —  o,356z  n^  —  0.348, 
-f-  (1, 535  r  -4-  >  -i-  o,  345s  --  -h  o,  5t)S, 

d  Où.  avec  la  mclliode  tics  moindres  «arrés  et  en  m*  xrv.int 
des  Tables  jointes  à  rOuvrai;e,  on  déduira  lacilemml  lo 
«•(juations  normales 

-|-  2,  8()o  r  -h     o,o38>   —  o,  2?93  o,  |44» 

-f-  o,o38.r  -f-  io,ooo>   -f-  o,  uyis      :  -¥■  o,(>3o, 
—  o,  J.'}Ç).v  -4-     o,  \\f^y  -+-  0,534=     ^  4-  0,496, 
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par  lesqiiollt's  ou  trouvera 

•^  =  —  o,o36, 
j-  =  -{-  o,o46, 
z=  -{-  0,874. 

33.  Il  nous  reste  à  voir  mainlenanl  comment  on  cal- 
culera l'erreur  moyenne  dont  peuvent  être  alleclées  les 
valeurs  de  x,  y,  2,  ainsi  déterminées  par  la  méthode 
des  moindres  carrés.  Sans  icproduire  ici  la  démonstration 
donnée  par  Gauss  C^).  ce  qui  nous  entraînerait  trop  loiji  de 
notre  but,  nous  poserons  avec  lui  la  formule 


V~, 


qui  donnera  l'erreur  moyenne  commise  sur  lus  p  équations, 
en  appelant  0  les  écarts  de  o  des  équations  (i)  après  y  avoir 
substitué  les  valeurs  de  x^  j,  z  fournies  par  les  équations 
résolvantes  (5). 


(*)  On  peut  se  rendre  compte,  à  notre  avis  très-facilement,  de  cetle  for- 
mule sans  passer  par  la  démonstration  de  Gauss,  en  remarquant  en  dé- 
finitive que  les  équations  résolvantes  (4),  (5)  ne  sont  que  les  équations  (i) 
multipliées  successivement  par  les  systèmes  des  coel'licients 

a,    a',    a";       h,    //,    i"  ;      r,    c',    c"  ;    .    .    . 

et  sommées  ensemble.  Donc,  dans  le  cas  général,  ces  /  équations  résolvantes 
remplacent  i  des  équations  données  p,  et  on  pourrait  considérer  le  système 
donné  des  équations  (i)  comme  composé  des  /  équations  résolvantes  et  de 
p  —  i  équations  prises,  comme  on  voudra,  parmi  les  p  équations.  Si  l'on 
prend  donc,  comme  nous  avons  dit  au  n»  27,  les  valeurs  de  x,y,  z,... 
dans  les  i  équations  résolvantes  pour  les  substituer  dans  les  autres,  les 
écarts  ne  se  trouveront  que  dans  les  ;;  —  i  équations.  Ces  écarts  étant  donc  au 
nombre  de  p  —  i,  il  est  évident  que  c'est  bien  par/?  —  /  qu'il  faut  diviser  les 
sommes  des  carrés  des  erreurs.  D'ailleurs,  même  en  opérant  de  la  sorte,  la 
somme  2d*  ne  peut  pas  varier,  car  autrement  elle  ne  serait  pas  un  minimum. 
C'est  par  un  semblable  raisonnement  qu'on  pourrait,  par  intuition,  justi- 
fier la  formule  (10),  §  III;  car  l'équalion  // =  ^^  peut  remplacer  une  dt-s 
équations  données,  et  alors  les  viais  écarts  se  réduisent  an  —  i. 
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Cela  post*,  rii  nous  Ijornaiit  au  cas  de  /  =  !>,  les  cireurs 
H  craindre  sur  les  valeui's  des  inconnues  a%  >  ,  z,  que  nous 
a[)[)clleions  ///, ,  ///,.  ///;,.  .  .,  seront 


m. 


A///, 


/// 


B///, 


m  : 


C  m , 


vu  apjx.-lanl  A,  I),  (-  les  Nalciiis  (|u\i(  ijuièienl  :i\  ^  ,  z  lors- 
(jii  on  remplace  successivement  le  svslt'mc  (.5)  pat  1rs  >iii- 
vaiils 


lr/-.r  -+- 

Ir/Z^v 

-^ 

Ifirz 

-  I. 

Inbx  -f- 

1  />^) 

-4- 

Ihcz 

r-      O, 

i:  flc.r  -;- 

.^.,j 

-r 

Irz 

-:  O, 

1  (i  •  .r  -f- 

-nby 

-+ 

Zacz 

^o, 

lab.r-\- 

lb\y 

-+- 

Ibcz 

— -  'j 

1  ac.r  + 

1  bcr 

-f- 

Ic-z 

zzzo. 

ï  à-  X  -h 

Inb  y 

_f- 

larz 

-G, 

I^/;./  ^ 

1  b\y 

-^ 

Ibcz 

O, 

if/C./   -4- 

ibcy 

-h 

Ic'z 

;      1. 

l'n  (rauli'cs  termes,  pour  crux  «jui  sont  au  courant  de  la 
liiéoricr  des  déterminants,  les  \alcurs  de  A.  lî,  C  seront 
fou  in  i  es   par  les  tupia  lions 


l.X  = 


A.r. 


(iib- 


i.c 


S  étnnl  le  (h'icrminanl  (6), 


L(?  (as  général  ir«»llrira  jilus  de  dijliculti'. 


\  I 


MfiinoDi:  urs  moindius  cvuiifs  rorn  i>i;s  i\>rA fions 

M»    I.INFMUKS. 

[\ï.    I.orscpu*   les    éipialions    de   c«»ndiliMn    ne   >->ni    plu- 
inéaiies,   mais  d  une  foi  nu»  (piclcompie.  on   peut  encore» 

ipplupuM'  1.1  mclliodc  c\p«'sé'c,  poiiiNU  (pif  I  on  (onn.iissc 
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un  premier  syslème  de  valeurs  qui  satisfassent  approxima- 
livemeut  aux  équations  5    alors  o]i  pourra  déterminer  les 
diiïérences  entre  ces  valeurs  et  les  plus  plausibles,  ce  qui 
conduira  également  au  but. 

Soient,  par  exemple,  diverses  é(|uations  à  trois  inconnues^ 


F'  (-^j  y,  z,  ^'',  //,  .  .  .  j  —  o, 

=  G, 


(0 


où  x^  j^  z  sont  les  inconnues,  et  a^  b^  a\  //,  a" ^  h" ^ ,  .  . 
les  quantités  constantes  assignées  par  les  observations. 
Soient  Xy^  y^^  z^  les  valeurs  de  x,  /,  s,  qui  satisfont  déjà 
avec  une  certaine  approximation  aux  équations  données. 
Les  valeurs  les  plus  plausibles,  c'est-à-dire  celles  qui  ren- 
dront minimum  la  somme  des  carrés  des  erreurs,  pour- 
ront être  représentées  ainsi 

;  =  X,  -f-  «^.r,, 

(2)  '  (   J=.}i  +  ^Jn 

z  :=    3,    -f-  ^Z,. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (i),  développant  par  la 
série  de  Taylor  selon  les  puissances  ascendantes  de  â'.r, 
^y,  ^z^  et  négligeant  les  puissances  supérieures  à  la  pre- 
mière, puisque  les  valeurs  des  ù  sont  très-petites,  il  viendra 


F, 
F', 

F'; 


où  en  général  F["Mndique  le  résultat  de  la  substitution  de 

Xi,  }''j,  2:j,  dans  ré(|uation  F^"^ 


dx 

dx, 

-f- 

r/F, 

^r. 

-f- 

^F, 

dz 

§z, 

cl¥\ 

dx 

Sx, 

_l_ 

dF\ 

^j. 

-^ 

dY\ 

dz 

§z, 

dY'\ 
dx 

Sx, 

4- 

dY'\ 
dy 

<i>, 

-f- 

dY\ 
dz 

(ÎZ, 
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35.  Exemple.  —  La  halistirjuc  hdus  appiciid  (ju  «-ii 
appelant 

h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale . 

/  la  poitée, 

/.  la  profondeur  à  laquelle  est  tombé  le  projectile  au- 
dessous  de  riioiizonlale  passant  par  lorii^ine  de  la 
trajeetoire  et  tangente  à  la  courbe, 

c  un  coellicient  relatif  à  la  lésislante  d(-'  laii-, 

on  a 

8  r-  h  A  =  r'-'^  —  7.  cl  —  I . 

Supposons  qu'on  veuille,  avec  une  séiie  de  liis  dans  les- 
quels on  emploiera  toujours  des  (liarges  égales  et  des  pro- 
jectiles de  même  poids  et  de  même  forme,  déterminer  les 
valeurs  de  c  et  Ii.  Si  on  appelle  c,,  //,  les  valeurs  appioeliées 
de  c  et  de  //,  les  équations  liui'aires  que  Ion  clurelie  seront 
de  la  forme 

—  ((''■''— 9,  r,/—i;  oA,—     o/r-'^''— 2/ l^-'"''— 2r, /— I  ]     oV, 

-h  8c;'  //,).  —  (r'-'"''' —  ii\l  —  i]  =  o, 

et  il  V  en  aura  autant  qu  on  aura  fait  (h-  lir>.  Fii  les  liai- 
lanl  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  on  déterminera 
les  inconnues  oc,  et  o//,,  et  on  ania  enlin  poui"  les  valeurs 
de  c  et  de  //  les  plus  satisfaisantes 

c  zzz  Cy  -\-  ÙCy^       h  —-  /l,  -h  o/i,. 

Mil. 

l'RoHvnii.nf:  tvi'h^hi:  I)j:s   kiihi  i  u^. 

3().   INous  ferons  pi'écéder  <  ette  élude  de  lini>  leiiniies. 

i"  La  probabilité  i\  d  un  événenuwit  e>t  le  rapport  du 
nombre  1' des  événements  la\oi.jbles  à  (t*lui  P  ile>  é>éMe- 
ments  possibles  *, 


-  42  - 

Exemple.  —  Il  y  a  dans  une  urne  20  boules  blanches 
et  noires,  dont  5  noires.  Quelle  est  la  probabilité  d'ex- 
traire une  boule  blanche? 

Cette  probabilité  sera 

^  _  3 
10  ~~  \ 

1^  Lorsqu'un  événement  T  dépend  du  concours  de  deux 
ou  de  plusieurs  événements,  Ai,  Bj,  Cj,...,  la  probabilité  r 
de  T  est  égale  au  produit  des  probabilités  a,  (3,  y  des  évé- 
nements partiels:  c'est-à-dire  que  l'on  a 

T=:a.fî.7.... 

Exemple.  —  Quelle  est  la  probahililé  d'extraire  de  la 
même  urne  une  blanche  et  une  noire? 

La  probabilité  de  la  blanche  est,  comme  nous  avons  vu, 
1 5 
—  :  mais  après  l'avoir  extraite,   comme  il  n'en  reste  plus 

que   19,  la  probabilité  de  la  noire  est Parlant,  la  ])ro- 

habilité  r  cherchée  sera 

i5    5         t5  .1 

—  • —  =^  —-•,  envu'on  —  • 
20    19        -yb  5 

3^  Supposons  qu'on  laisse  tomher  im  fois  une  pièce 
de  monnaie.  La  probabilité  de  faire  un  certain  nombre  de 
fois  croix  ou  tête  varie  évidemment  avec  ce  nombre,  et 
elle  est  égale  à  la  probabilité  de  faire,  en  lançant  ensembh; 
im  monnaies,  m  dz  /  fois  croix  ou  tête,  /  désignant  un 
nombre  entier  quelconque  <m.  Soient  P,„,  P,,,^;  les  pro- 
babilités de  faire  m  ou  m  -}-  /fois  croix,  on  aura  (*) 

(*)  Nous  donnons  cette  formule  ainsi  que  les  lemmes  comme  connus,  car 
leur  démonstration  nous  entraînerait  trop  loin  du  cadre  où  nous  nous 
sommes  restreints.  On  en  trouvera  d'ailleurs  les  démonstrations  dans  les 
divers  Trailcs  de  Probabilités  indiqués  à  la  fin  de  TOuvraye. 
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II  esl  évident  (|ne  P,„_/ =  P,,,.,./ ,  riiv  ré\<hH*nii'nl  m -4- / 
cioix  rorrt'spoiifl  à  révéïicmenl  associé  ///  —  /  irics  sur  uiu; 
jetée  (le  m  -^  1  -\-  m  —  /  =  :nn  inomi.iics. 

\M .  Appelons  maintenant  9(r)  la  probabilité  d'une 
erreur  dans  une  série  d  ohser\alions  éi;alcni(nt  bonnes.  La 
piobabililé  étant  égale  alors  pour  des  erreuis  soit  pf)silives. 
soit  iiéi;alives,  cette  fonction  sera  paire.  De  plus,  eu  égard  au 
troisième  caractère  des  erreur?  forluites,  elle  devra  s'annuler 
par  X  =  ce  ,  et  prendic  une  \  aleur  constante  pour  x  =  o. 

Plusieurs  fondions  pouiraient  déjà  satisfaire  à  ces  (  on- 
ili lions:  mais,  pour  se  faire  d'abord  une  idée  de  cette 
fonction,  nous  pourrons  invoquer  le  deuxième  leninie. 

Les  cbances  ou  cireurs  (jue  nous  venons  d'examiner  sont 
analogues  à  celles  qui  se  présentent  dans  le  tira  la  cible. 

Cela  étant,  soit  o(j-),  puis(pie  la  fonction  est  paire,  la 
}>robabilitéd'alleinclre  la  cible  à  une  rlistanec  bori/ontalex 
du  eentre,  9(j")  celle  de  ralteiiidre  à  une  distance  verti- 
cale y  du  centre,  et  enfin  'v(/-)  celle  de  lalteindre  à  une 
distance  radiale  /•.  (.ouime  le  point  placé  à  l'exliémité  du 
ravon  /■  est  précisément  situé  à  des  distances  .»' et  )•  dans 
les  deux  sens  bori/.onlal  et  vertical,  on  peut  (onsitlérer  1  évé- 
nement (/■)  comnu'  composé  des  deux  événements  [x)  ci  (y), 
Vdv  suite,  selon  le  deuxiènur  lemme.  la  lon(  lion  devia  sa- 
tisfaire à  re(jnation 

>ous  la  (ondilion 

v'  -h  >•'  =  r'. 

()n  li(»u\e  facilement  (pu-  la  fonction  piopic  à  >alisfaiie 
sinuillanément  aux  deux  (ondilions 

est 

<i,  h  éiani  deux  con.Nlantcs. 


-  kk  ~ 

Oii  a,  en  effet, 

La  forme  de  notre  fonction,  puisque  Ton  doit  lejetei   1(î 
sicjne  -f-  en  vertu  du  deuxième  lemme,  sera  donc 

ou,  ce  qui  est  équivalent, 


-hKz^- 


C  et  h  étant  deux  constantes. 

38.  Mais,  en  ayant  recours  au  troisième  lemme,  on  peut 
aussi  et  avec  plus  de  rigueur  étudier  la  nature  de  cette 
fonction.  En  effet,  Terreur  que  nous  considérons  étant 
par  sa  nature  entièrement  fortuite,  peut  être  supposée  pro- 
venir de  l'influence  de  plusieurs  causes  inconnues  super- 
posées, dont  chacune  agirait  dans  un  sens  ou  dans  un  autre 
pour  produire  l'effet  zh  Ax  sur  le  résultat.  Car  si  l'une? 
quelconque  de  ces  causes  prévalait,  elle  tendrait  à  accroître 
dans  un  certain  sens  l 'erreur,  c[ui  aurait  par  conséquen  t ,  con- 
trairement à  rhypotlièse,  une  partie  constante.  L'apparition 
d'une  erreur  peut  donc  être  comparée  à  la  jetée  de  im  mon- 
naies i^rn  étant  un  nombre  entier  arbitraire)  lesquelles  por- 
teraient d'un  côté  -+-  Ax  pour  croix,  de  l'autre  —  Ax  pour 
tête.  Si  dans  la  jetée  il  se  présente  autant  de  croix  que  de 
têtes,  les  choses  se  compenseront  et  l'erreur  sera  nulle  ^ 
s'il  vient  seulement  croix  ou  tête,  l'erreur  sera  ±:  2m  A j:. 
En  général,  s'il  sort  (m-f-/)  croix,  l'erreur  sera 

im  -f-  /)  A ,r  —  ( w  —  /)  A.r  =:  :>.làx. 

La  probabilité  de  l'événement  (m  -\-  l)  croix  est,  d'après 
le  troisième  lemme, 

Posons 

P«,+/=Px,     P..  =  C, 


icndi 


•a 
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P,  =  Ct'    '""^'^■, 


Mais  lnuù^x  irprésciitc  wnv.  qiiaiililé  aii>sl  grande  (|in' 
I  on  veut.  j)uis(juc  ///,  pour  la  loi  lui It-  des  eireuis,  doit  rlic 
supposé  uès-graiid.  CrttctpianliU'.  uiullipru-c  par  la  fju.m- 
tilé  infnnnuMit   pelile  Aj",   donnera  un    produit   lini.  (pn- 

nous  leprcsenlcrons  par  —  •  On  aura  donc 


.,     A=j 


et.  en  i(>m}>larant  P,  par  oir),  on  aura  roinnic  p!t'(  édcni 
incnl 

où  C  esl  unf  constante  (ju On  dt-lei  niincra  tout  à  1  lieuie. 
\()iei.  en  attendant,  (puhpies  Naleuis  de  la  font  tion 


,p(a:)rr:j  =  f-/- 


pour  le  (as  de  //  =:  i , 


X  ^o  I  o,3o 
jr=  I  !  0,91 


o,5o       1 ,00  ]   :?,oo 


et  la  couibc  repiéscnléc  pai-  l'éipialion  />  =  c  ''*■'*  sera 
celle  de  la  fii^.  4i  asymploti(pie,  eornine  lOn  voil.  de  l'axe 
des  abscisses. 

lie-  /,. 

Y 


(Inniine  on  pouvait  s'v  attendre,  les  prol)al)ilil«''>  de  couj- 
nu  llic  des  ei  reui.s  repi  ésenteivs  par  les  oiilnnnees  de  telle 
(ouihe  sont  d  autant  plus  L;randes  (pie  1  eiieui  esl  plus  pe- 
lile,  et  <dles  d('(roissent  rapidement  à  mesure  cpie  relieur 
auiinienle. 
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39.  Nous  pouvons  encore  retrouver  l'expression  de  9  (x) 
en  suivant  une  voie  tout  à  fait  differenle,  ce  qui  confirmera 
ce  que  nous  venons  de  dire.  Soient  o,  o\  o'\...  les  valeurs 
fournies  par  l'observation  d'une  inconnue  x,  qui  sera, 
par  exemple,  la  longueur  d'une  Lase,  le  poids  d'un  gaz,  e!c. 
On  aura  les  équations,  que  nous  supposons  en  nombre  //, 


Il  s'agit  de  déduire  de  ces  observations  le  valeur  la  plus 
probable  de  .r,  c'est-à-dire  une  valeur  qui  se  rapproche  le 
plus  de  la  vérité.  Piemarquons,  à  ce  sujet,  que  si  la  valeur 
exacte  de  x  nous  était  connue  d'avance,  on  aurait  la  certi- 
tude d'avoir  commis  dans  les  observations  les  erreurs 

(  I  )  .T  —  o,       .r  —  o\       JC  —  o" ,  ,  .  .  . 

Maintenant,  si  cf  (e)  exprime  la  probabilité  de  com- 
mettre dans  une  observation  l'erreur  £,  la  probabilité  de 
faire  dans  les  n  observations  susdites  un  système  d'erreurs 
tel  que  le  septième  (i)  serait,  en  vertu  du  deuxième  lemme, 

P  =:  ^  (.r  —  o)  cp  (x  —  o')  0  {.X  —  o").  .  .  ; 

et  comme  plus  x  tend  vers  sa  valeur  exacte,  plus  on  acquiert 
la  certitude  qu'on  a  fait  les  erreurs  ci-dessus  indiquées, 
il  faudra  que  la  fonction  P,  par  laquelle  on  exprime  la  pos- 
sibilité de  faire  ces  erreurs,  devienne  d'autant  plus  grande 
que  X  se  rapproche  plus  de  cette  vraie  valeur.  Donc  la  vraie 
valeur  de  x  sera  celle  par  laquelle  la  fonction  P  devient  un 
maximum. 

Il  faudra  donc  que,  en  posant 

?  (£j 
on  ait,  d'après  des  principes  connus, 

(9.)       -l'i-r  —  o)  -{-  ^'(./■—  o')  +  yix  —  o")  +.  .  .1=0. 


(k'Ia  t'st  p.ii  raiiL'iiicnl  permis.  Si,  avant  de  laire  les  obseï  Na- 
tions, on  deoiaiidait  la  piobabililé  do  coiiiincllre  les  er- 
reurs j: —  o.  X  —  o',  X — o '....,  cette  probabilité  serait  1^, 
et  elle  seiait  délenninée,  puisque  les  erreurs  nous  se- 
raient connues.  Mais,  après  les  observations,  les  erreurs 
faites  ne  nous  sont  pas  connues,  et,  parmi  t(»us  les  sys- 
tèmes d'crieurs  possibles  et  de  probabililés  relatives  aux- 
quelles donnera  lieu  l'adoption  d'une  Naleur  [)our  x,  il 
faudra  prendre  celui  pour  lequel  l.i  probabilité  île  les  avc/ir 
commises  sera  la  plus  i^ranclc  possible^  alors  le  système 
correspondant  d'erreurs  seia  celui  (jui  le  plus  probable- 
ment sera  arrivé,  et  par  consé(|nent  l.i  \alenr  relative 
d(;  X  sera  la  plus  probable,  c'est-à-dire  la  plus  voisine  de 
celle  pour  laquelle  les  erreurs  supposées  auraient  été  (  ci- 
ta inemenl  commises. 

40.  Pour  déteiminer  la  fonction'.^,  nous  admettions 
(jue  la  valeur  la  plus  plausible  de  x  soit  donnée  pai'  la 
moyenne  des  valeuis  (o) 

(3) 

comme  nous  l'avons  déjà   vu  au  ^  111 ,  Supposons  maint* 
liant,  ce  (jui  nous  e>t  pci  niis, 

o'  =  o"  =  o'"  =  .  .  .  --     f>  H-  n  a, 

nous  auions,  d'après  réipi.ilion  (3), 

o  -f-  (  //  —  I  ]  (  f  *  -h  "  a  ) 


et  ré(iualion  (i)  deviendra 


=:  o  H-  (/?  —  I 


f  [(«- i)al-h  {n  —  0  ^'(— a)  =  o, 
OU 

[n  —  i)a  —  a 
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Cela  ayant    lieu  pour   toute  valeur  de   /z,  il  s'ensuit  que 

- — -—est  une  constante.  En  la  désignant  par  /v,  on  auia 
d\)ù 

A- 

^  étant  une  autre  constante. 

La  constante  A,  d'après  ce  que  nous  avons  remarqué, 
doit  être  négative,  atîn  que  &  (x)  devienne  un  maximum 
pour  x=  o.  INous  poserons  donc 

1 

Pour  déterminer  Tautre  constante,  nous  observerons 
qu'on  doit  avoir  (puiscfue  Ton  a  la   certitude  de  faire  une 


ou 


I         c~'''  dx  ■=.  I  , 


par  suite 


:t  enfin 


t.—. 


ce  ({ui  déterminera  la  constante  C. 

41 .  Jusqu'cà  présent  nous  avons  vu  quelle  est  la  probabi- 
lité o(x)  de  commettre  une  erreur  a  =  OP  (y?^.  5).  Mais 
on  pourrait  se  proposer  encore  de  savoir  quelle  est  la  proba- 
bilité  de  faire   une  eiieur  comprise  entre  OQ  =; — j3  et 
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OP  =  a,  reclierclu' qui  se  présciile  souvent  dans  la  [)rati(jue 
des  observations.  Acetedet,  ri'manjuons  f|ue,si  l'on  a|)[)(lle 


Fie.  5. 
T 

I. 


■:A 


1  -- 

1_ 


(le 


o  (x)  la  probabilité  de   coniniellrtî  une  eireur  .r,  rrWc 
coniMicllre   une  erreur  j" -h  <'/r ,  c'esl-n-diie  'v  (a-h^/j), 
sera 

tp^r)  -f-  la  possibilité  de  commettre  une  erreur  comprise 
entre  x  et  .r  -l-  f/i  ; 

par  cof)sé(pi('nt  eclle-ri  sera 

ff  {.r  -h  r/./  ;  —  o  (.r)  =::  5/    .r  j  r/.r  z=r  Cc'~^'^'  (/.r . 

Or,  d'après  le  premier  leniîne,  la  probal)ilité  de  faire 
une  erreur  comprise  entre  x  et  x  -+-  dx  est  égale  à  la  possi- 
bilité divisée  par  la  somme  deloutesles  possibilitésde  toutes 
les  erreurs  que  Ton  peut  commettre  entre  leurs  limites  ex- 
trêmes, que  nous  supposerons  être  actuellement  OP  =  y., 
OP  =  |3.  Celte  probabilité  sera  donc 

_       Ce-''''-  </ar 


*'—  .3 


Remar(|uons    maintenant   fjue    rinlcuialc   / 

«.  ■ 
■xprinic  Tain-  QQ'P'P,  et  <|uc  rintcgrale 


L 


Icnolc  lairc   totale  compri.sc  eiitie  la  c(unbi'   cl  1  a\i'  ilc5 

4 
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abscisses,  aire  qui  esi  finie.  Ces  deux  aires,  par  la  nature 
miMue  de  la  courbe,  diffèrent  peu  entre  elles,  et  on  peut 
substituer  Tune  à  Tautre;  cela  avec  d'autant  plus  de  raison, 
qu  au  delà  de  certaines  limites  on  peut  admettre  comme 
très-improbables  les  erreurs  très-grandes.  Par  conséquent, 
au  delà  des  points  Q  et  P,  les  ordonnées  seront  très-pe- 
tiic's,  et  Taire  correspondante  aussi.  Donc,  sans  crainte 
d'erreur  dans  les  cas  pratiques,  on  peut  éciire,  au  lieu  de 
l'expression  de  P,  la  suivante  : 

J  —  00 

Ainsi,  la  probabilité  de  faire  une  erreur  comprise  entre 
—  X  et  -4-  X  sera 

II 


'7Z  J  — 


7-^'^-  dx 

V' 

Si  l'on  fait  X  =  00  ,  on  aura  P  =  i ,  ce  qui  est  évident  5 
car  alors  on  acquiert  la  certitude  de  commettre  une  erreur. 
L'intégrale  susdite,  en  posant,  avec  Gauss,  Ix  =  t ^  prend 
la  forme  suivante  : 


/■ 


"dx. 


42.  Cette  intégrale  est  trop  importante  dans  la  théorie 
actuelle  comme  dans  d'autres,  pour  que  nous  ne  traitions 
pas  son  développement  en  série.  On  a,  en  premier  lieu^ 
en  développant  e~''  en  série. 


■dt=z 


^    '        J^  3  1.2  5  1.2.3    7 

en  second  lieu,  si  l'on  intégre  par  parties,  on  trouve 


dl~te-''^l  I t'e-''dt  =  te-"-^^t'e-''-{-^  j i'i 
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•I.  en  procédanl  de  celte  nianlère.  il  vieii 


ri.        '-•''     .     (2^*)'     .     (2'-)' 


e  [t]  r-  te-''      I  H-  -, h 


i  3.5         3.5.7  I 

Ces  deux  st'iies  sont  eoiivei  génies  poui  loute  Naleurde/; 
mais  elles  ne  sont  (fun  usage  conmiode  que  pour  de  pelihs 
valeurs  de  t. 

Pour  des  grandes  \aleurs  de  /,  il  est  préférable  de  dt'M- 
lopjxi-  par  j)artles,  coninie  il  suit, 

/  e-'-dt-. tr'- / dt 

— r-'M ,  e'-'*H ^  I   -    ~dt; 

it  l't'  ?^  ./      t' 

mais  en  remarquant  que 


et  en  prenant  la   dernière  série  entre  le.^  limites  /  «l  ce  .  il 
viendra 

I  1.3        1.3.5 


7.0  {It'j'  (2/»J-» 

,    1 .3.5. .  .{in—  1) 


[it^Y 

1.3  5. 
2 


J.a  somme  d'un  nombre  queleontpie  de  ces  termes  est 
allernativement  plus  grande  et  plus  petite  cjue  la  valeur  de 
l'inlégiale.  Néanmoins,  en  ain'ianl  la  série  à  un  lermr 
jjuel( oiupie,  la  somme  de  Ions  les  autres  ol  moindre  (nie 
te  terme  (*).  Ainsi  la  série  est  bien  eonvergenle  et   pt  ut 


(•)  En  effet,  ceUe  somme  sera  rcprésenlée  par 

4. 


_^  i.3.5...(anH-i) 
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servir  à  calculer  la  valeur  de  S  (z)  dans  le  cas  en  question. 
On  trouvera  dans  la  Table  II,  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  les 
valeurs  de  0  (/)  pour  chaque  valeur  de  /. 

IX. 

ERREUR    A    CRAINDRE    ET    MESURES    DE   PRÉCISION. 

Soient 


X,    .r',    .r 


plusieurs  erreurs  qu'on   a   pu  commettre  dans  une  série 
d'observations,  et  soient 

leurs  probabilités  respectives. 

11  est  naturel  de  chercher  quelle  est  l'erreur  dans  laquelle 
on  a  pu  tomber  le  plus  facilement.  La  première  idée  qui 
se  présente  à  cet  égard  serait  de  prendre  la  moyenne  des 
erreurs,  qui  serait  exprimée  par  l'intégrale 

X-+-CO 
-  ce 

En  effet,  (p  (x)  désigne  une  fraction  dont  le  numérateur 
représente  le  nombre  des  erreurs  qui  tombent  entre  x  et 


mais  la  plus  grande  valeur  de  e-'"  entre  t  et  —  ce  est  c-'';  donc  on  a  tou- 
iours 

donc  cette  somme  est  toujours  plus  petite  que 

_^  1.3.5. ..(2^  —  1)    e-'- 

qui  n'est  pas   autre  chose  que  le  dernier    terme   de  la  série,  auquel  on 
s'est  arrêté,  lorsqu'on  a  exécuté  le  produit  indiqué   dans    le   second 

T 

membre  (3). 
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X -\- (Ij\,  et  le  dénominalcur  le  nombre  total  (Jes  err«urs 
qui  se  sont  rommises  entre  —  oc  cl  -h  ^  . 

Nous  nous  rappellerons  (ju  on  a  substitué  les  limites 
dl  00  aux  limites  finies;  car  les  piobabililés  en  dehors 
de  ces  limites  sont  très-pelites.  et  leur  présence  ou  omis- 
sion ne  nuit  en  rien  à  l'exactitude  pratique  des  résultats. 
Par  consé({uent,  toute  la  somme  x^  [x)  dx  est  équivalente 
à  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
expriment  respectivement  la  somme  des  erieurs  et  leur 
nombre.  Ainsi  cette  intégrale  représente  bien  la  moyenne 
cliercliée. 

Mais  cela  suppose  (ju'on  a  toujours  pris  les  erreurs  ab- 
solument entre  les  limites  qz.oc  ,  car  autrement  les  ternies 
se  détermineraient  deux  à  deux  réciproquement  par  la 
propriété  connue 

?(-^;  =  ?(  — •^)- 

Ainsi  cette  somme,  que  nous  appellerons  a,  est  é(jui\alenleà 


t/o 


xcj>  [.r)(/.v. 


43.  Mais,  pour  éviter  une  telle  restriction  et  faciliter  les 
cal(  uls,  nous  emprunterons  à  l'analyse  elle-même  le  moyen 
de  tenir  compte  de  la  valeur  absolue  des  erreurs,  en  ( onsi- 
déranl,  d'après  dauss,  les  cariés  des  erreurs.  Ainsi  le  carré 
de  Terreur  à  craindre,  ([ue  nous  ;ippelleions  m-,  sera  ex- 
primé par  1  intégrale 


le 


(pii,  pai-  la  raison  exposée  ci-dessus,  représente  l.i  moveni 
des  cairés  des  errt'urs.  Il  est  évident  (piOn  pourra  considéi  cr 
l'observation  connm' d.iulant  meilleuic  (pie  cette  movenne 
sera  plus  petite;  car  la  boiitt*  d'une  obseiN  ation  ne  con- 
siste pas  dans  le  sens  selon  Iccpul  Teneur  s'im  aile  de  o. 
niais  bien  dans  sa  valeur  ab^(>luc. 

11  est  bon  maintenant  dr  se  taire  une  idée  de  la  manière 
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dont  varie  l'erreur  à   craindre,  selon  les  diverses  lois  de 
probabilités  que  l'on  adopte. 

Et  d'abord,  si  ron  considère  la  probabilité  typique  des 
erreurs  et  que  Ton  pose 

// 


on  aura 


//     r  +  ^ 
— =    1  x- 

\7T  J—co 


-V-'''^v/.j 


1\t: 


ih'' 


d'où 


ou 


m  := 


h  <^i 

44.   Si,  au  contraire,  la  courbe  des  probabilités  des  er- 
reurs se  réduit  aux  deux  lignes  AB,  AC  {fg.  6"),  et  si  les 

Fig.  6. 

Y 

A 


B    X 

erreurs  sont  comprises  entre  OC  =  —  a  et  OB  =  -I-  a,  oi 
aura 

a  —  X 


(p(X^ 


Eu  eiïet,  l'ordonnée  7  correspondante  à  l'erreur  x  se 


'  sera 


y~b 


Mais  Taire  BAC  =  ah  ;  par  conséquent 

possibilité  de  ^  y  a  —  x 

"^  ''^  1.  possibilités^  ""  BAC  ~~      V^~ 
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Ffi  c()n\(Miaiit  tic  [)ren(lic  toujours  x  p'jsilivcmf ni  cnlrr 
O  et  A  cl  entre  A  et  O,  il  vieiidr;» 


—    /      xVrt  —  j:  W/.r  +          /       j »  [a  -f-  .v)  dx  :_ 


7.  6 


(Toii 


/7 

V6 


Ainsi  clans  ce  cas  1  erreur  à  craintlr»' est  pioporlinnnelle  à 
la  base  (lu  tiianglc  (ce  fjul  est  cNidcnt)  et  égale  environ  à  '-. 

15.    Lorscjue  les    erreurs,   au   lieu  de  dt-eroitie   eoninie 
dans  la  //^'.  5,  sont   toutes  éi^alenuMif    piob.ihlcs   (//.:,'    7)» 

Fie.  7- 

D  iC 


on  Iro'iveiail,  en  raisonnant  connue  ei-tle>-^u>, 
cl  par  suite 


m 


r^/.----. 


\'3 
L'i  rrcur  à  craindre  dans  ce  cas  est  plus  grande  cjue  d.niN 
le  cas  précédent,  ee  (jui  doit  ctre  évideniinenl. 

'l().    Supposons   encori*   <[ue    la  courbe   des  pi obabilile:» 
soit  un  arc  de  patahole  (  A,i,'.  8). 

r.n  posant  ().\  ^^  ^z,  OC  -    A,  il  \ieudra 
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et  puisque  Taire  BCA  =  -  rt/;, d'après  un  théorème  coiiuUy 

o 


nous  aurons 


?(•-) 


3  j    _   3  a'  —  x'  _  3  «2  _ 

7i  ab         //"        n'        ~~  4        d"^ 


Fig. 


P 


ar  conséquent 


I  ■  X^dx  r=z  —■< 


\/5 

Si  Ton  avait  cherché  la  moyenne  arilhmélique  avec  la 
formule 

X-{-co 
xv^yx)  dx, 

on  aurait  trouvé,  selon  la  probabilité  typique  des  erreurs, 

ih    r"^  I       C^  I 

P  =  7-  .r..-^'^-Vx  z=  -  --^  d[e-^"-)  ==  — . . 

47.  En  suivant  la  même  marche  pour  les  autres  lois 
de  probabilités  et  en  comparant  les  résultats,  on  formerait 
le  tableau  suivant,  par  lequel  on  voit  que  le  rapport  de  la 
moyenne  des  carrés  des  erreurs  à  la  mo^^enne  arithmétique 
est  le  plus  grand  possible  lorsqu'on  adopte  la  probabilité 
typique  des  erreurs. 
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f{') 

m 

F- 

(")' 

I 

a 

a 

|=..B 

3  ,.>-,• 

4  '~''~ 

n 

v5 

3fl 

^••^^ 

a  —  X 

3 

!  =  ■> 

yj^ 

hsh 

I 

"='.^7 

En  examinant  l'expression  (3),  on  voil  (jue  la  pidba- 
bililé  de:  comniellre  une  erreur  x  est  d  autant  plus  petite 
que  //  est  plus  gratul.  Par  suite  //  est  proportionnel  à  la 
précision  des  observations  et  [xiii  leur  servir  de  mesure. 
On  appelle  par  eelle  raison  //  la  mesure  dr  prccision  des 
observations. 

iS.  On  pt.'ut  eneore  mieux  explicjuer  de  la  nianièie  sui- 
vante Topporlunité  de  cette  dénomination. 

Supposons  que  pour  un  preinler  système  d'obserN  ations 
ou  ait 


d  hx). 


et  pour  un  anlie 


P' 


s/^ 


J—x'  sJtJ—x 

ees  deux  intéijjrales  P,  P'  sont  (onetion  di'  lij\  parlant  ell( 

hx  —  // J  '  ; 

!l  -  - 

h'  "   x' 


seront  égales  si 
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Par  conséquent,  si  dans  Je  second  système  d'observations 
on  peut  commettre  avec  une  égale  facilité  une  erreur  dou- 
ble, triple, etc.,  de  la  première,  la  constante  /l' relative  sera 
la  moitié,  le  tiers,  etc.,  de  h  çlviceDersâ.  Mais  puisqu'une 
observation  doit  être  considérée  comme  d'autant  plus  pré-- 
cise  que  les  erreurs  dont  elle  est  susceptible  sont  moindres, 
et  comme  ces  erreurs  décroissent  en  raison  inverse  de  /z,  il 
est  tout  à  fait  convenable  de  prendre  h  pour  mesure  de  pré- 
cision des  observations. 

Or  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  de  la  loi  typique  des 
erreurs,  on  a 

m  =  -y       d'où       h  =:  ::_. 

/i  v/2  m  ^1 

On  peut  donc  établir  ce  principe  que  la  mesure  de  pré- 
vision est  en  raison  inverse  de  V erreur  à  craindre  et  vice 
versa;  principe  qui  relie  ensemble  les  deux  points  de  vue 
différents  selon  lesquels  on  peut  envisager  la  question, 
principe  d'ailleurs  évident  de  lui-même,  par  la  nature 
même  des  dénominations  employées  à  l'exprimer. 

JNotons  en  passant  que  la  quantité  m  que  nous  appelons 
erreur  à  craindre,  dans  le  cas  d'observations  futures  et 
d'une  loi  connue  des  probabilités  des  erreurs,  est  repré- 
sentée par  Terreur  moyenne  des  observations,  lorsque  les 
observations  ont  été  déjà  faites,  et  se  calculera  d'après  les 
principes  du  §  III. 

49.  Nous  examinerons  maintenant  les  relations  qui 
existent  entre  le  poids  et  la  mesure  de  précision  des  obser- 
vations. Si  nous  appelons,  comme  plus  baut,  a  la  moyenne 
de  n  observations 


la  probabilité  d'avoir  commis  les  erreurs 
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sera,  cra[)rès  le  deuxième  lenime,  ^  VIJI,  é^ale  à 

v/tt 
ou  bien,  en  remarquant  cjue 

S(fx  —  oy  ~-  nu.^  —  ?,  u.  lo  -H  >o  n\u.  —  )   -f-  —       , 

V  ''  /  '' 

et  que  a  =^  -    -, 
^       '  // 

P  rr:  — _  ^  *-  "     J . 

Pour  juger  de  la  précision  du  résultat,  il  iaut  \oir  (juelle 
probabilité  P,  il  v  a  de  commettre  une  erreur  z  >\\v  la  va- 
leur moyenne  ^  avant  de  nouN  elles  observations. 

JNous  aurons  le  droit  de  croire  d'autant  plus  à  la  bonté 
du  résultat  obtenu  que  cette  probabilité  sera  plus  petite. 

Soit  donc  )=r  a -}-  z  la  viaie  Nalenr  de  1  »  (jnanlilé  (jiic 
Ton  cbcrcbc.  il  vicndia 

p    r=  —  e'~'''^('<^~'''^'  =_;     !_  r-^'-i'+i*-*^* 

—  ^— «A-j*— :4*î  V    n — o}A*rx— o  ' 

«  —      .—  '^  > 

à  savoir 

p.  ^    P^"""'''"". 

Fn  ajîpelant  H  = // ^ //  la  mesnie  de  pit'cision  de  ce 
résultat,  on  obtient 

p  p,.     H    :'; 

ce  (|ni  (léinontre  que,  poni'  d'éj^ales  piobabilités  P  de  com- 
mellre  les  erreurs  tx  —  o,  c'esl-a-dirt»  à  (  ir(  ()nslanc»*s  éi^ales, 
la  probabilité  1^.  est  d'autant  plus  petite  cpie /;  ^  n  est  plus 
i^rand,  c*est-à-dii c  (pie  le   nombre  des  observations  au:;- 
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Pour  un  autre  système  d'observations,  on  aura 


dont  on  déduit 


-^'=2  h  si  n'y 


Mais,  comme  nous  l'avons  vu  §  IV,  les  nombres  /2,  /z'sont 
proportionnels  aux  poids  p^  p'  des  observations-  donc  on 
aura  encore 

Par  conséquent,  les  poids  des  moyennes  sont  propor- 
tion tiels  aux  carrés  de  leurs  mesures  de  précision,  et  en 
nous  rappelant  que  celles-ci  sont  inversement  proportion- 
nelles aux  erreurs  à  craindre,  nous  retomberons  sur  le 
principe  connu  §  IV,  que  les  poids  sont  inversement  pro- 
protionnels  aux  carrés  des  erreurs  à  craindre,  ce  qui  con- 
firme et  rattache  ensemble  toutes  nos  théories. 


X. 


DE    L  ERREUR    PROBABLE. 


50.  En  général,  quelle  que  soit  la  loi  des  erreurs,  on 
appellera  erreur  probable  l'erreur  telle,  qu'il  y  ail  la  même 
probabilité  d'en  commettre  une  plus  forte  ou  une  plus 
faible. 

Soit  ainsi  ]àkC[fig.  9)  la  courbe  des  probabilités,  et  OM 


l'erreur  probable^  il  faudra  que  l'ordonnée  correspondante 
à   OM    partage   en   deux   parties    égales  l'aire    AOX.    En 
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cllel,  comme  cli.'iqu<*  aiic  AOMM',  INI' MX,  «'\prime  la 
probabililé  que  Terreur  lomlje  entre  O  et  M,  on  l)i(  n 
entre  M  et  X,  et  comme  ces  deux  probabilités  doiveni 
par  hypothèse  être  égales,  il  s'ensuit  que  1rs  aires  le  seront 
également. 

Comme  on  peut  en  dire  autant  de  la  partie  négative  de 
la  courl)e,   il   faudra  que  l'aire  entière  NlV'M'M   partage 

})ar  moitié  Taire  entière,  ou  bien  (ju'elle  soit  ('gale  à  -• 

L'erreur  pro])abl(".  que  nous  appellerons  /•,  >era  donc 
celle  pour  lacjuelle 

(l)  il     y(.r)t/.r  =  i, 

on 

Supposons  que  —  a  et  -h  a  étant  les  limites  des  erreuis, 
celles-ci  soient  toutes  également  })iobables  :  (ommc  dans 
ce  cas 


iendj 


]i  vienara 


X' 


I  ri 

--  f/.r         —  -: 

2  (/  7.(1  4 


Ton 


2)  /=-! 

'     '  2 


Cl 

<1U 


î  qu'on  pouvait   présoir;  cni-,   natuiellenient ,  T(>rdi»nnée 
i  COI  rcspond  à  Tcrreui    probable  passera   par  la   moitié 


lie  AH  (Jig'  ").   l^n  s<'    lappelaiil  ensuilc  qu'on    a   /// =  — _: 

^3 


(p.  55),  on  en  (h'duira  /•  =  -  y/3  tti. 
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Dans  le  cas  dela^^^.  5,  on  a  m 

d'où,  en  comparant  /'  avec  la  valeur  de  m  ~  -=?  qu  on  a 
déjà  trouvée  en  ce  cas,  il  vient 

(4)  r=n  (v'6—  sjl,)  =  0,717m. 

51.   Dans  le  cas  de  la  loi  typique  des  erreurs,  on  a 

J  y/or  J—x  Sj'n  Jo 

d'après  les  notations  adoptées  au  §  VIIl.  Posons  ^=av 
cette  intégrale,  que  nous  avons  déjà  appelée  0  (î),  de- 
viendra 

(5)  @{^)^--=  e-^'-dt. 

SJt:  Jo 

Rappelons-nous  que  7^x=^etqu'ainsi  l'erreur  j?eslcom- 
prise  par  hypothèse  entre  —  yr  et  -h  ^^  puisque  ni  =  —j-r 
elle  sera  comprise  encore  entre 

(6)  =pamV2. 

L'erreur  probable  sera  celle  pour  laquelle  on  a 


(r,\  -^      I  e-''^    dx  :=^  -•, 


—  ()3  - 
ou  bien,  en  désignant  par  p  la  valeur  (|ui  rend 


e.;,)      1. 


eelle  pour  lacjuelle  on  a  x  =  '-•  On  trouve 
p  i-  o,47<)93(i3. 


(îoinnie  on  a 


-^ 


il    en    résulte   C[U   il    v    a    la    probahllilé    -»   c'est-à-dire    i 
contre  i  à  parier  (jue  l'erreur  e 
(  ntre  o  cl  /,  ou  l)ien  entre  o  et 


contre  i  à  parier  (jue  1  erreur  est  cornpiise  nuinérupuinent 

477 


/i 

jNous  donnerons  ici  (pieKpies  valeurs  de  0  (pii  <er\ironl 
à  faire  mieux  comprendre  la  marche  de  la  fonelion  : 

Pour  t  ^    () ,  \']G  -ro^    on  a  (-)(/)  --o,5; 
/  — 0,595  — p,  e(/)  =  o,G; 

/=0,732:.-p,  0(0  —  0,7; 

/=r  0,906 --p,  0(0—0,7; 

/=i,ioo  — p,  0  (r) -^  o,84?7oo:)  ; 

tz=  I,l63r=p,  0(O=r:  0,9; 

/=I,82I—   p,  0   (/y   —   0,19; 

rr=  0,317  rrrp,  0(/)  —  0,999; 

/=:2,75i:-p,  0;r)  =  o,99()9; 

.      /       ;00  —  (,,  0{/)  -      I. 

On   déduit    de  ce   tableau   (pu*.    [)our   lis    crreuis   sujx'- 

rieuiis  à 

1  ,       1  ,  i()3,      1  ,8.»  1 ,      2,317, 

la  probabilité  e.sl  seub  tuent  de 
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Remarquons   que  les   deux    équations   hx  z=:  t^    lir  =:z  p 
donnent 


t 
x  =  -  r, 


et  que,  par  les  deux  autres 


/ir  z=z  0.      m  =  


on  obtient 

(8)  r-=^j\Ji,      ///  =  0,6745 /«, 

où  m  sera  l'erreur  moyenne  dont  nous  avons  parlé,  s'il 
s'agit  d'observations  faites,  ou  bien  l'erreur  à  craindre  sur 
des  observations  à  faire,  dont  on  suppose  connue  la  proba- 
bilité des  erreurs. 

52.   En  rassemblant  les  valeurs  déjà  trouvées  pour  /•  re- 
lativement à  m,  il  viendra  pour  le  cas  des  fi  g.  4,  5,  7 

/  rz=z  0,866  w, 
19)  ]  /'  =  o,7i7//^ 

(    Z'^:  0,674///; 

d'où  l'on  voit  que  l'erreur  probable  est  moindre  que  Ter- 
reur à  craindre,  ce  qui  doit  être.  Pour  s'en  faire  une  idée 
nette,  supposons  qu'il  y  ait  mille  erreurs  également  pos- 
sibles distribuées  entre  o  et  a,  l'erreur  probable  sera  évi- 
demment -5    tandis  que   l'erreur  moyenne  sera  bien  plus 


grande,  puisque   la   somme  des  erreurs  de  -   à  a  est  plus 

forte  que  celle  des  erreurs  de  o  à  -•  C'est  pour  cela  qu'on 

a  justement  appelé  cette  moyenne  l'erreur  à  craindre^  car 
si,  d'un  côré,  les  erreurs  au-dessous  et  au-dessus  de  la  va- 
leur r  sont  également  probables,  de  l'autre,  leurs  gran- 
deurs étant  difféi  entes,  elles  n'ont  pas  la  même  importance 
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pour  la  précision  du  résultat,  et  1  on  doit  crnindro  plutôt, 
même  à  éi;ale  probabilité  de  se  tromper,  de  faire  des  r-r- 
reurs  grandes  que  des  petites.  Cela  se  verra  encore  pbis 
clairement  si  nous  supposons,  pour  un  moment,  que  les 
erreurs  que  l'on  peut  commettre  pour  une  loi  donnée  de 
probabilité  représentent  autant  de  sommes  à  payer.  Quoi- 
que ces  sommes  aient  égale  probabilité  de  sortir  au-dessous 
et  au-dessus  de  la  somme  r,  il  est  évident  que,  pour  s'en 
garantir,  on  devra  craindre  qu'il  ne  sorte  uuv.  somme  su- 
périeure à  /•  j)lut6l  qu  une  moindre,  car  au  delà  de  /•  les 
sommes,  tout  en  ayant  égale  probabilité  de  sortir,  sont 
pourtant  plus  grandes  en  valeur  absolue. 
lieniar([uons  eniin  que,  des  deux  équations 


r  : 

_  p  _  o.47t)9Jb 

//               h 

et(§VIIl) 

^~~  hs,U 

on  déduit 

(lo) 

j- 

--0,476936  y/- /x 

V  •  *  '  / 

i.: 

^  0, 84535 u. 

Telle  sera  Teneur  probable  comuiisc  bur  la  valeur  de  la 
moyenne  arithméti([ue. 

oi^.    Prati(jnemoiit,  au  lieu  des  iMtéi;rale«^ 

on   peut  prcndic  la  niovcinie  'j,  des    \alcur>    nbsolius  i\v$ 
crr'urs,  et  la  moveniu*  ///j  des  carrés  des  erreurs. 

Soient  donc  n   les  ol)servati<»ns,  et   voyons  (juelU'  dilîé- 
rence  nous  trouverons  à  sub>lituer  a,  à  a. 


Soit 


faisons 

on  obtiendra 
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^  -f-  .T   H-  ^    -f- .  .  . 


sont  Jcs  valeurs  absolues  des  erreurs,  et 

M-  =  ^^^  H-  ^  —  2.^1  Uj 
n-  n  n} 


mais  on  a 

n 


et  comme  la  moyenne  des  valeurs  :r,  x\  x'\.  .  .    est  f/.,  on 

pourra  substituer  à  la  somme  l^xx'  autant  de  fois^i  p.j  qu'il 

,             .     n  [n  —  \) 
y  a  de  termes,  a  savoir * 

•^  '  1.2 

Ainsi,  on  aura  approximativement 

/;? ,                                   2.11-  n  (n  —  i ) 
w'  =r h   a-  —  2  U-  -+ > 

n  '  1 . 2 .  /i' 


OU 


et 


m,  —  u.  ; 

•> '  r  I 


-^\/"-^- 


On  peut  considérer  cette  expression  de  w  comme  l'er- 
reur à  craindre  sur  p.,  et  par  suite  (5)  l'intégrale  0  [a)  ex- 
primera la  probabilité  que  (^j.)  soit  compris  entre 


Ces  formules,  auxquelles  nous  sommes  arrivés  bien  sim- 
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plomcnl,  contiunnent  la  conclusion  d'un  Ménioiic  tiès- 
impoi  lanl  tio  Poisson  sur  le  lir  à  la  cible.  Il  sufTira  d'adop- 
ter pour  u,  el  /;/,  les  niovennes  (en  appelant,  par  exemple, 
/'  la  distance  au  centre  à  lacpielle  fr.jppent  les  balles)  de 
//'  expériences  précédentes,  de  sorte  ([ue  Ton  ait 


zr 


tft,  r=   — -t 
II 


et  alors  l'intégrale  ©(^f)  exprimera  la  probabilité  que  sur 
11'  nouvelles  expériences  Técart  inoven  du  centre  des  coups 
tirés  soit  compris  entre  les  limites. 

rii.   Pour  permettre  d'évaluer  dans  la  pratique  la  pro- 
babilité des  erreurs  commises,  nous  avons  donné  dans  1rs 

Tables  II  et  III  les  valeurs  de  t  et  de  -  coriespondanl  à  lin- 
tei^rale 


e{r) 


V  r.  Jo 


La  Table  II  nous  donne  la  probnbililé  0  que  l'ern-ur 
d'obser\alions  est  comprise  entre  qp  t.  Ainsi,  par  exemple, 
on  trouvera  (pie  la  piobabililé  que  Terreur  soit  conqirise 
entn'  1^:0,3  est  0,3*29,  à  savoir  :  (|u'il  v  a  829  contre  ()j  i 
à  parier  que  Terreur  sera  comprise  entre  ces  limites,  ou 
en  d'autres  termes,  (pic  sur  1000  erreurs  commises,  32C) 
tombent  entre  qz  (),3. 

La   Table    111    nous    fournit   la    probabilité    (-)    (pic    b 
rapport  de  Tcriiiir  d  observation  à   Tiiicur  prnbnbb*  soit 

compris  entre  les  limites  z\i  iiuTupiées  dans  les  co- 
lonnes (  -  j  •  On  N  oit ,  pu-  exemple,  qu  11  v  a  o  ,  3()3  de  pio- 
babililé, à  savoir:  ipiOii  peut  parier  3()  conlie  (»  j  «pie  T<i  - 
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reur  ne  dépassera  pas  les  -^  de  l'erreur  probable,  ou  que 
la  valeur  probable  /-i  d'une  observation  donnée  sera  comprise 


entre  a 


o ,^ r  et  <7  -f-  o,^/-. 


XI. 

APPLICATIONS. 

5o.  1*^'  Supposons  que  Ton  ail  fait  n  observations  d'un 
phénomène  également  bonnes  :  quelle  est  la  probabilité  que 
Terreur  commise  sur  la  moyenne  soit  comprise  entre  les 
limites  =h  /,  de  sorte  qu'en  appelant  M  la  moyenne,  la 
mesure  du  phénomène  ait  pour  limites  M  —  /,  M  +  /? 

Posons 

d'après  la  formule  (6)  du  §  X,  0  (a)  sera  la  probabilité 
rlierchée,  et  a  aura  la  valeur 

_      / 

m  y/2 

Or  m  est  à  peu  près  égal  à (§  III)  •  donc 


(.) 


V/2I(Î2 

Admettons  qu'on  ait  fait,  par  exemple,  avec  le  théodo- 
lite d'un  angle  compris  enti  e  deux  signaux,  les  25  obser- 
vations consignées  dans  le  tableau  ci-contre  : 


33, 


I.2.J 

35 

32 

35 

28 

3i 
3o 
3'. 
27 
29 
3i 
3j 
35 


1,8 

3,2l 

/,,2 

17.61 

1,2 

1,44 

4,2 

,7,64 

2,8 

7,84 

0,2 

0,04 

0,8 

u,o6 

3,2 

10,24 

3.8 

•  4.44 

1,8 

3,24 

0,2 

0,04 

1,2 

1,44  j 

4,2 

•7,64 

3',.  17:30 
3i 
29 

32 

29 
33 
34 

29 

28 
3o 

32 

3i 


0,8   I 
0,2    ! 

•,8  : 
1,2 1 

',8  i 
2,1 
3.a 
.,8  I 
3,8  ! 
0,8 

•,2 

0,2 


Sommes.  770 
Moyenne.    3o.8 


0,64 
0,04 
3,24 

'.44 
3,24 
4.84 
10,24 
3,24 

7,84 
",64 
'.1Î 
0,0  4 

133,90 


Proposons-nous  maintenant  de  savoir  quelle  est  la  proba- 
l)iliu'  (juc  la  movcnno  IM  ^  33"  ij'So^^  8  sera  comprise 
(Milrc  les  llinilcs  M  —  1',  M  -4-  i";  on  auia,  en  r(inai(|nanl 
(jiic  dans  le  cas  1=1. 

l  .25  . 

\/2.  133,90 

Cl  ensuite,  au  niovcn  de  la  1  ahlc  11, 

0(3t)       0(i,53)       o,96(). 

11  V  a  donc  32  contie  i  h  pari<*r  que  l'angle,  dans  une  nou- 
velle série  d  observations,  sera  eornpiis  entre  33'*  i  7' .29  et 
33'>i7'3i'',8. 

5().  2"  Le  poids  de  cliaciue  observation  e>t  O  :  (pielle  e.sl 
la  probabilité  (jue  la  moyenne  de  n  obser\ali()n>  soit  com- 
prise entre  les  limites  zb  /  du  \rai  résultat? 

D'après  le  ^  IV,  en  appelant  Q  le  poids  de  elia(|ue 
ol)ser\alion,  celui  de  la  niovenn»'  de  //  ol)ser\  alious  sera 
// (^  :  et  en  posint,  comme  il  est  peiinis,  dans   1«'(9)^I^« 
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,  on  obtient  la  relation 


II 

;  =  sV; 

sji^:.^-' 

la  formule  (i) 

devient 

alors 

a  — 

'v^; 

et  comme  p  = 

■uQ, 

il 

viend 

ra 

(2) 

a  ::^  1 

?v/;jQ, 

et  0  (a)  sera  la  probabilité  clierchée. 
Soit,  par  exemple, 

QzirlO,       /2z=4^>      /  =  o,6, 

on  aura 

a  =:  0,o6y^I0.4o  =  1,2, 

et  par  la  Table  II  on  déduira  0  (1,2)  =  0,910,  c'est- 
à-dire  qu'il  y  aura  10  contre  1  à  parier  que  la  moyenne  est 
comprise  entre  les  limites  données. 

57.  3°  Supposons  que  la  vraie  valeur  d'une  quantité 
soit  V,  et  que  les  observations,  au  contraire,  aient  fourni 
pour  moyenne  une  quantité  V  +  E  dont  les  limites 
sont  =iz  /  :  quelle  est  la  probabilité  qu'il  y  ait  dans  l'in- 
strument une  erreur  constante  E? 

Le  résultat  O  des  observations  sera  compris  entre 

V+E  — /    et     V-t-E-l-/; 
donc  l'erreur  constante  E  sera  comprise  entre 

O  — (V  +  /)  =  0— V  — /     et     O  — (V— /)=0  =  V-h/, 

avec  une  probabilité  égale  à  celle  que  O  soit  comprise 
entre  les  limites  V  H-  E  zp  /. 

Exemple.  —  Supposons  que  Vangle  vrai  entre  deux 
signaux  soit  de  33"i7'33^^,  8,  et  quil  surpasse  de  y 
celui  fourni  par  la  moyenne  :  quelle  est  la  probabilité 
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quil   y  ait  dans   l  insti  iiiiwiil  un  dans  Id  miunire  (loJt- 
server  unv  erreur  sy sir inaliqae  comprise  entre  i"  et  j"? 

On  aura  dans  ce  cas 

V-Or_    3", 


et 


[1  où  / 


0 

y- 1^  I,    3"-f-/-^  5" 

',  el  par  conséquent 

2.25  ^ 

a  =r =  ?.,oo, 


y2. 133,90 


e  (a)  izi^  0,906. 

II  y  a  donc  996  contre  4»  «  savoir  249  contre  i  à  pnricr 
qu'il  y  a  dans  rinslrumenl  une  erreur  fixe  de  i  à  5';  ou 
bien  encore  que  la  moyenne  dcduile  de  nouvelles  observa- 
lions  sera  comprise  entre  33'*  17'  3i",  8  et  33"  17'  35',  8. 

58.  4"  ExE^iPLE. — M.  DiinidS  fiL  (lix-iictijexprriences 
pour  déterminer  /'écjuivalenl  cliimi((ue  de  l  hydrogène ^  en 
se  servant  de  V acide  suljurique  (S)  et  de  V acide  pîiosplio- 
riqiie  (F)  comme  corps  desséchants . 

En  représentant  par  100  rétpilvalt'nt  de  i'ow^ène,  les 
résultats  des  expéiiences  seraient  les  suivants  : 


S «2^72 

S 12,480 

F 12,480 

F i3,/,8.j 

S «'^,490 

F 12,490 

r...  .1  •2,49«> 

s 13,49' 

s '  12,490 

F ,  i2,3o8 


0 

0,043 

o,o35 

_ 

o,o35 

— 

o,oj6 

1 

o.oaS 

o,oj5 

— 

o,oj5 

— 

0,024 

— 

0,019 

— 

0,007 

H 

i 

S 

S 

S 

F 

S 

F 

S 

F 

F 

ia,3i2 
ii,533 
i2,54G 

I2,5i7 

i2,53o 
n,55o 
i2,55i 
ij,5ji 

i2.r»ru 

-+-  0,007 

-H  0,018 

-+-  o,o3i 
-+-  o,o3a 
-•-  o,o35 
■+-  o,o35 
-+-  o,o34 
-t-  o,o34 
-+-  0,047 

Moy.. 

.     i3,Si5 
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La  somme  des  cariés  des  erreurs  étant 

2(^2  =  0,0173, 

si  l'on  suppose  /=o,oi5,  on  aura,  comme  dans  le  pre- 
mier Exemple, 

o,oi5xi9  ._ 

a=:-==^   =3   1,532; 

V2X  0,0173 

d'où,  avec  la  Table  II, 

0  (a)  =  0  (1,672)  =  0,969. 

Il  y  aura  donc,  comme  conclut  Cournot,  32  à  parier 
contre  i  que  l'erreur  commise  sur  la  moyenne  i2,5i5  est 
comprise  entre  les  limites  ±  0,01 5,  en  supposant  les  ob- 
servations exemptes  de  toute  erreur  constante;  ou  bien,  si 
l'on  admet  l'exactitude  de  la  loi  de  Proust,  d'après  laquelle 
l'équivalent  de  l'hydrogène  serait  i2,5oo,  il  y  aurait,  au 
contraire,  à  parier  32  contre  i  que  les  résultats  de  M.  Du- 
mas, dont  la  moyenne  est  i2,5i5,  sont  afTectés  d'une 
cause  constante  d'erreur  tendant  à  accroître  les  valeurs. 
—  On  voit  par  là  de  quel  secours  peut  être  ce  calcul  pour 
permettre  d'apprécier  à  leur  juste  valeur  les  expériences 
dont  abondent  les  annales  de  la  science. 
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4,1209 
4,1616 

4.2025 
4.2436 
4,2849 
4,3264 
4,.36S1 


1.2100  4,4100 
1,2321  !  4,4521 
1.254  4  I  4.494  4 
1.276'J  i  i,;;.369 
1,2996  I  4,5796 

1,. 3225  1  4,6225 
1.34:i6  :  4.6656 
1,36S9  I  4.70S9 
1.3924  4.7524 
1,4161  4,7961 


1,4  400 
1,4641 
1.4S84 
1,5129 

i.:;.376 


4.8400 
4,8841 
4.9284 
4.9729 
5.0176 


1..5625  '  5.0(;25 
1..5876  '  5.1076 
1.6129  5.1529 
1.6.3S4  5.19S4 
1,66  41  I  .5,24  41 


1,6900  I 
1.7161  I 
1.7424  I 
1,7689  i 
1,7965  1 

1,8225  I 
1,8496  I 
1,8769  I 
1.9044  j 
1,9321  , 


1,9600 
1,9881 
2,0164 
2.04  49 
2,0736 
2.102n 
2.1316 
2.160l> 
2.190  4 
S.MOl 


5.2900 
5.. 3361 
5.3S24 
5.4289 
5,47:;6 
5,5225 
5,5696 
5,  lil  6!» 
5,664  4 
5,7121 

5,7600 
5,S0S1 
5,856  4 
5.9049 
5,9536 

«,0025 
6.0516 
6.100'.) 
6,150  4 
G.2001 


9,00f)0 
9.0601 
9,1204 
9,I8:)9 
9,2416 

9.3025 
9,3636 
9,4249 
9,4864 
9.5481 

9.6100 
9,6721 
9.734  4 
9. 79«;'.> 
9,8596 

9,9225 

9.9S56 
10.048'» 
10,1124 
10,1761 

10.2400 
10.3041 
10.36S4 
10,4329 
10,4976 

10.:)tl25 
10.6276 
10,6929 
10.7:iS4 
10,8241 

10.8900 
10.9.561 
11,0224 
11,08S!I 
11.15.56 

11.2225 
11.2S',I6 
11,3.569 
11,424  4 
11,4921 

11,5600 
ll,62Sl 
ll,6<.)64 
11,76','.» 
11,8336 

11,9025 
11.9716 
12.0  4  it',» 
12,I1(>4 


6. 0000 1 25 
O.ONOI |25 
6,1604  25 
6. 24091 25 
6,321 6 j 25 

6.4025  25 
6.483'i  25 
6,564'.) 
6,6464 
9.7281 


0000  .36 
1001136 
20041.36 


0000 '49, 
1201  49. 
2404 '49, 
.360!)!  49, 
4816  49, 


6.8100  26, 
6,8'.)21  26 
6.974  4  26, 

7.o.;6'.»!2'; 

7.l3'.t6!26, 

7,2225 
7!  30.56 
7..38S9  .... 
7. 4724 121; 
7,.5;;6lj26. 

7,6400127 
7.7241  2 

7.8084 
7.8929 
7,9776 

8.0625 
8.1476 
S.  2329 
S.3184 
8,4041 

8,4900 
8,. 57  61 
8,6624 

N.7489 
H.S356 

8,9225 
'.).00'.»6 
".).0',I6'.I 
9.1  S  4  4 
9.2721 

9.3600 
9.4i.Sl 

9.:;36i 

9.624'.) 
9,71 3li 

9.8925 

'.>.K'.)|t; 

'.),!)Sil') 
20,07i)i 


,6025  49, 

;236  49, 

.84  49  49, 

.'.);i64  .50, 


4016 '36, 
.5025' 36 
6036  36 
70  49  36 
8064  36 
9)81  37,0881 1 50, 

2100  50. 

3321  .50. 

454  4  50 

57)19  50, 

li'.)'.)6  50, 

8225  51, 

9  4,56  51, 

0)iS',)  51, 

1924  51, 

3161  51, 


0000  64, 
1401164, 

2S04  64, 
4  209 1 64, 
.5616  64, 

7025164, 
8436|64. 
9849  65, 
1264  65, 
2681165, 


I 
0000  8', 
1601  M, 
320  4  SI, 
4809  81, 
6416:81, 

8025181, 
9636 I 82, 
1249' 82, 
286 4 [82. 
4481  82 


0100  37, 
1121  37, 
214  4  37, 
31);:)  37, 
41'J6  37, 

.5225  37, 
62.56  37. 
7289  .38, 
8.32  4  3S. 
9361  38. 

0400  .3S, 
1441  .38. 
3484  .38. 
3529  38. 
4576. 38. 

5625  39. 
6(576  3'.). 
7729  39, 
S7S4  .39. 
9841  39. 

I 
0900  39, 
1961  39, 
3024  .39, 
40S9  40, 
51.56  40, 

«;295  40, 

7296  40, 

83)19  40, 

94  4  4  40. 

0.521  40, 


4100  65, 
5521  65 
<i94  4'65 

H3);'.)l6S.U9r,'.)[s:{ 
'J7'.l6l)i6,2:;"J6  83 


,611.0  82, 

.7721182. 
.93i4!s.3, 


,1225  66. 
,2)i56!»i6. 
,40S9:);6, 
,552  4 '66, 
,)i96I   67. 

4iOo'51.840o'67, 
.5)i41  51,9841;  6 
«18S4  52 
8 129:. 52 
9376  52 


4225183 

.58.56184, 
7J89i84, 
91241 84 
0761 I 84 


!«-•; 


0625  52 
1876  52, 
3129  52 
43Si  .52, 
Ô6  4 1  53, 

69(^0 '53. 
8161  53, 
942  4  53 
0);S',)  53 
1956  53, 

3225' 54, 
4  49«  54 
57)19' 54, 
70  4  4  54, 

8321  54, 


,1284 '6 
,  27 29 1 67, 
,4176  67, 

,.5625 '68, 
,7076;  lis. 
,852'.»  lis, 
, ',19s  4  6S, 
,1441  68, 

,2900  68, 
,4361  6',), 
5S24  6'.). 
,72S'.)  »i9. 
,8756  69. 

,0225  69. 
:1696  6«4. 
,316'.)  70. 
,464  4  70, 
,6121  70, 


2400  84, 
4041:85. 
."«iSîiS:», 
7329  8,5, 
8976  85, 

0625185, 
2276  S5, 
3929  86. 
55s  4  Sli, 
7241  86. 

I 
8900  86, 
056!  8i;. 
222;  87, 
38S'.)  H7. 
:i5.56  87, 

7225' 87, 
S,S'.t6  S7, 
o:m.9  S7, 
2244  88 
3921   8S, 


0000 
I811I 

3«;oi 

5409 
7218 

902r>' 
08361 
2649 
4  464' 
6281 

SlOO 
9'.)21 
1744 
3569 
722S 

9036 
0889 
2724 
4561 
6460 

S24l| 
008« 
1929 
3776 
5625 


29.1600  40,9i;00  54,7600 

29.2iiSl  41.)tVSl   54.'.)0S1 

29,3764  41.21)14   55.)»:;64 

2'.),4S49  41.344'.)  55.2049 

29.. 5936  41.4736  ,i5.3536 

29.7025  4 1 ,6025  55,5025 

2'.). SI  16  41,7316  ,55.»,516 

2'>.'.»209  4I,S)10:)  55  SOI)',) 

10.0.304  41,'.)'.)04|55.',)504 


12,1801  20,1601  30,1401  42.120rS7.l00l 

i  '  I 


7476' 
9.1291 
,1184 
3011 
4900; 

6761  ' 
S624' 
i»489 
2.365| 
422.5! 

60«.»6 
,7',>69 
•.)Si4 
1721 
,3600 


70,5600  SS  5 4SI 
70.72SI  SS,7364 
7l).S<.)i;4  SS.'.»249 
7I.06J'.)  S'.».  1136 
71.2336  S9.3023 
71.4025  89.4916 
71. ,57 16  S«.>.)^00 
7l,7îO'.)  S'.).S70i 
71,9104  89..SS45 
78,«S0I  90,96«1 


XXVIII    — 


ï 

0 

1  j  2 

3    4    5  j  6 

7  1  8 

9 

50 

0,2300 

2,2300 

6,2300 

12,2300  20.2500  30,2300 

1 
42,2500  56,2300 

72,2300  90,2300 

ol 

0,2601 

2,2801  j 

6,3001 

12,3201 

20,3401  30,3601 

42,3801  56,4001 

72,4201  90,4401' 

52 

0.2704 

2,3104 

6,330 i 

12,3904 

20,4304  30,4704 

42,3i04  56,5304 

72,3904  90,63041 

53 

0,2809 

2,3409 

6.4009 

12,4609 

20,3209  30.3809 

42,6i09  36,7009 

72,7609  90,8209 

54 

0,2916 

2,3716 

6,4316 

12,3316 

20,6116  30,6916 

42,7716  36,8516 

72,9316  91,0116 

55 

0,3023 

2,402o 

6,3023 

12,6023 

20,7023  30,8023 

42,9023  37,0023 

73,1023  91,2023! 

56 

0,3136 

2,4336 

6,5336 

12,6736 

20,7936  30,9136 

43,0336  37,1336 

73,2736  91,3936' 
73,4449  91,3849 

57 

0,3249 

2,4649 

6,6049 

12,74491 

20,8849130,0249 

43,1649  57,3049 

58 

0,3364 

2,4964 

6,6364 

12,8164 1 

20,9764 i 30,1364 

43,2964  57,4364 

73,6164  91.77641 

59 

0,3481 

2,5281 

6,7081 

12,8881 

21,0681 

31,2481 

43,4281 

37,6081 

73,7881 

91,9681 

S? 

0,3600 

2,5600 

6,7600  i 

12,9600 

21,1600 

31,3600 

43.3600 

37,7600 

73,9600 

92,1600 

& 

0,3721 

2,3921 

6,8121 

13,0321 

21,2321 

31,4721 

43,6921 

57,9121 

74,1321 

92,3521 

,62 

0,3844 

2,6244 

6,8644 

13,1044 

21,3444 

31,5844 

43,8244 

58,0644 

74,3044 

92,3444 

\î^ 

0,3969 

2,6369 

6,9169 

13,1769 

21,4369 

31,6969 

43,9369 

58,2169 

74,4769 

92,7369 

64 

1 

0,4096 

2,6896 

6,9696 

13,2496 

21,3296 

31,8096 

44,0896 

58,3696 

74,6496 

92,9296 

65 

0,4225 

2,7223 

7,0223 

13,3223 

21,6223 

31,9223 

44,2225 

58,5223 

74,8223 

93,1223 

Cn 

0,4336 

2,7336 

7,0736 

13,3956 

21,7136 

32,0336 

44,3336 

58,6756 

74,9936 

93,3136 

|67 

0,4  489 

2,7889 

7,1289 

13,4689 

21,8089 

32,1489 

^4,4889 

58,8289 

75,1689 

93,5089| 

68 

0,4624 

2,8224 

7,1824 

13,3424 

21,9024 

32,2624 

44,6224 

38,9824 

75,3424 

93,7024, 

69 

0,4761 

2,8561 

7,2361 

13,6161 

21,9961 

32,3761 

44,7561 

39,1361 

75,5161 

93,8961 

70 

0,4900 

2,8900 

7,2900 

13,6900 

22,0900 

32,4900 

44,8900 

59,2900 

73,6900 

94,0900 

71 

0,3041 

2,9241 

7,:i441 

13,7641 

22,1841 

32,6041 

45,0241 

59,4441 

73,8641 

94,2841 

^72 

0,3184 

2  9384 

7,3984 

13.8384 

22,2784 

32,7184 

45,1384 

39,5984 

76,0384 

94,4784' 

,73 

0,3329 

2,9929 

7,4329 

13,9129 

22,3129 

32,8329 

43,2929 

59,7529 

76,2129 

94,6729 

'74 
1 

0,5476 

3,0276 

7,3076 

13,9876 

22,4676 

32,9476 

45,4276 

59,9076 

76,3876 

94,8676 

175 

0,5625 

3,0623 

7,3623 

14,0623 

22,3625 

33,0623 

43,3625 

60,0625 

76,3625 

95,0625 

,76 

0,5776 

3,0976 

7,6176 

14,1376 

22,6376 

33,1776 

45,6976 

60,2176 

76,7376 

95,2576 

77 

0,3929 

3,1329 

7,6729 

14,2129 

22.7329 

33,2929 

45,8329 

60,3729 

76,9129 

93,4529 

78 

0,6084 

3,1684 

7,7284 

14.2884 

22,8484 

33,4084 

45,9684 

60,5284 

77,0884 

95,6484 

79 

0,6241 

3,2041 

7,7841 

14,3641 

22,9441 

33,3241 

46,1041 

60,6841 

77,2641 

95,8441 

80 

0,6400 

3,2400 

7,8400 

14,4400 

23,0400 

33,6400 

46,2400 

60,8400 

77,4400 

96,0400 

81 

0,6361 

3,2761 

7,8961 

14,3161 

23,1361 

33,7361 

46,3761 

60,9961 

77,6161 

96,2361 

î^ 

0,6724 

3,3124 

7,9324 

14,5924 

23,2324 

33,8724 

46,3124 

61,1524 

77,7924 

96,4324 

'83 

0,6889 

3,3489 

8,0089 

14,6689 

23,.3289 

33,9889 

46,6489 

61,3089 

77,9689 

96,6289 

84 

0,7036 

3,3836 

8,0636 

14,7436 

23,4236 

34,1036 

46,7836 

61,4636 

78,1456 

96,8236 

85 

0,7223 

3,4223 

8,1223 

14.8223 

23,3223 

34,2223 

46,9223 

61,6223 

78,3223 

97,0223 

86 

0,7396 

3,4396 

8,1796 

14,8996 

23,6196 

34,3396 

47,0396 

61,7796 

78,4996 

97,2196 

87 

0,':569 

^,4969 

8,2369 

14,9769 

23,7169 

34,4569 

47,1069 

61,9369 

78,6769 

97,4169 

.  88 

0,7744 

3,3344 

8,2944 

13,0344 

23,8144 

34,5744 

47,3344 

62,0944 

78,8.344 

97,6144 

,  89 

0,7921 

3,5721 

8,3521 

15,1321 

23,9121 

34,6921 

47,4721 

62,2521 

79,0321 

97,8124 

190 

0,8100 

3,6100 

8,4100 

13,2100 

24,0100 

34,8100 

47,6100 

62,4100 

79,2100 

98,0100 

91 

0,8281 

3,6481 

8,4681 

13,2881 

24,1081 

34,9281 

47,7481 

62,3681 

79,3881 

98,2081 

92 

0,8464 

3,6864 

8,3264 

13,3664 

24,2064 

33,0464 

147,8864 

62,7264 

79,5664 

98,4064 

'  93 

0,8649 

3,7249 

8,3849 

13,4449 

24,3049 

33,1649 

48,0249 

62,8849 

79,7449 

98,6049 

j  94 

0,8836 

3,7636 

8,6436 

15,3236 

24,4036 

33,2836 

48',1636 

,63,0436 

79,9236 

98,8036 

93 

0,9023 

3,8023 

8,7023 

13,6023 

24,3023 

35,4023 

48,3025 

'63,2023 

80,1023 

99,0023 

•  96 

0,9216 

3.8il6 

8,7616 

13,6816 

24,6016 

33,3216 

i  48,4418 

63,3616 

80,2816 

99,2016 

197 

0,9409 

3,8809 

8,8209 

13,7609 

24,7909 

33,6409  48,3809 

63,3209 

80.4609 

99,4009 

98 

0,9604 

3,9204 

8,8804 

13,8404 

24,8004 

35,7604  48,7204 

63,6804 

80;6404 

99,6004 

£ 

0,9804 

3,9601 

8,9401 

13,9201 

24,9001 

33,8801  48,8601 

,63,8401 

80,8201 

99,8001 

TABLE  II. 

Valeurs  de  l  iNrÉtiRM.E  iPid)  —  —    j    r  '  rit 

CORRESPONDANTES  AUX  VALEURS  UE  t   CONTENUES  DANS  LES  COLONNES  [t] 


La  probabilité  que  rorrour  (i'ol)sprvalion  soit  comprise  entre  ±:  r 
e4  exprimée  par  les  nombres  contenus  dans  les  colonnes  (rXt). 
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t. 

0U) 

A, 

22 

t. 

0  " 

A. 

A, 

0.00 

O.OOrtOO  0.1 

1128  33 

0  iO 

0. 128.39  22 

ît.57  68 

7  82 

0.01 

0  0I1S8  33 

1128  11 

4.5 

0. 1 1 

0.53796  90 
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7  95 

0.02 

0.022.*'i0  il 
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67 

0.i2 
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8  07 

o.o:{ 

0.03.38 «  Ii> 
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90 

0.43 

0.5.5688  67 

933  85 

8  17 

O.Oi 

O.Ololl  U9 

11 26  09 

1  12 

044 

0.56622  51 

925  67 

8  30 

0.0."» 

0.0:;637  18 

1124  97 

1  .35 

0.i5 

0.47558  18 

917  37 

8  40 

o.oc. 

0  OG7G2  i:j 

1123  62 

1  58 

0.i6 
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908  97 

8  51 
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o.o7ss:;  77 

1122  ni 

1  79 

0.47 

0  59375  52 

900  46 

8  61 

o.os 

0.091)07  81 

1120  •>:, 

2  01 

0.58 

0.;;(l275  98 

891  85 

8  69 

0.09 

0.10128  OG 

1118  2i 

2  21 

0.59 

0.51166  83 

883  16 

8  78 

0.10 

0.11 2 J6  .30 

1116  00 

2  46 

0.50 

0.52049  99 

874  38 

8  88 

0.11 

0.123G2  30 

1113  :i4 

2  67 

051 

0. 5292 5  37 

865  50 

8  96 

0.1 '2 

0.13i7.»  8i 

1110  87 

2  88 

0  52 

0.53789  87 

8.56  54 

9  03 

0.1 .{ 

0.14.-86  71 

1107  99 

3  10 

0..53 

0.54656  51 

847  51 

9  10 

0.14 

0  15G9i  70 

1104  89 

3  31 

0.5  i 

0.55593  92 

8.38  41 

9  17 

0.15 

0.16799  :;9 

1101  .">8 

3  52 

0.55 

0. 56332  33 

829  2  S 

9  23 

0  K* 

0  17901  17 

1098  06 

3  72 

o.;i(j 

0.57 161  .57 

820  01 

9  30 

0.17 

0.18999  23 

1091  34 

3  93 

0.57 

0.57981  .58 

810  71 

9  33 

0.18 

0.20093  :>7 

1090  il 

4  14 

0.58 

0..58792  29 

801  .36 

9  40 

0.19 

0.21183  98 

1086  27 

4  34 

0.59 

0.59593  65 

791  96 

9  45 

0.20 

0.22270  23 

1081  93 

4  53 

0.60 

0.60385  61 

782  51 

9  49 

0.-21 

(».233."»2  18 

1077  iO 

4  73 

061 

0.61168  12 

773  02 

9  53 

0.:J-2 

0.2i'i29  '-.S 

1072  67 

4  92 

0.62 

0.61951  lî 

763  49 

9  55 

on 

0  2;i.»02  2,"i 

1067  75 

5  12 

0.63 

0.62705  63 

7.53  95 

9  59 

O.âi 

0.26570  00 

1062  63 

5  29 

0.64 

0.63458  57 

744  35 

9  62 

0.2:; 

0  27632  63 

1057  34 

5  59 

0.65 

0.65202  92 

735  73 

9  63 

0  ii; 

0.28689  97 

1051  85 

5  67 

0.66 

0.65937  65 

725  10 

9  63 

0.27 

0.29741  82 

10i6  18 

5  84 

0.67 

0.656<>2  75 

715  45 

9  66 

0.28 

0.30788  00 

lOiO  34 

6  01 

0.68 

0.66378  20 
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